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Modelo de Regressao linear maltipla (MRLM)

Definicdo 1 (Modelo de regressio linear maltipla)

Seja uma varidvel aleatéria Y e X1, Xo, ..., X, um conjunto de varidveis
fixas, o modelo de regressdo linear miltipla é definido por

Y = Bo + f1Xi1 + BoXio + ...+ BpXip + €4, (1)

sendoi=1,2,...,n.
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Modelo de Regressido

Notacdo matricial

O modelo em (1) em notagdo matricial:

Y = X0 + €

(nx1)  (x1)  (@xy PP @)

em que:
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Modelo de Regressido
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O modelo em (1) em notagdo matricial:

Y = X0 + € ;.
(nx1)  (nx1)  (ax1) P=pTl (2)
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Y1
Y
Yn><1 — . 1
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Modelo de Regressido

Notacdo matricial

O modelo em (1) em notagdo matricial:

Y = X0 + € ’_
(nx1)  (mx1)  (ax1) P=pHl (2)
em que:
Y1 Bo €1
Ys b1 €2
Yn><1 - . 1 Op/xl = . 1 E:'n,><1 = . (S
Ya 5;0 En
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o e R |
Notacdo matricial

O modelo em (1) em notagdo matricial:

Y = X0 + €
(nx1) (nx1) (nx1)
em que:
Yy Bo £1
Yo B €2
Yn><1 = ’ Op/xl = : ’ E"n,><1 =
Y, 5;0 En
1 X11 X12 c. le
1 X21 X22 A X2
Xpy=1. . o
1 Xp1 Xp2 oo Xnp
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Pressuposicées do MRLM

Parai=1,2,...,n, entdo
Q Elg) =0,
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Pressuposicées do MRLM

Parai=1,2,...,n, entdo
Q FElg] =0,
@ Varle;] = 0? (Homocedasticidade)
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Pressuposicées do MRLM

Parai=1,2,...,n, entdo
Q Elg) =0,
@ Varle;] = 0? (Homocedasticidade)
© ¢&; sdo independentes

0N N(0,0?) (Normalidade)
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Pressuposicées do MRLM

Parai=1,2,...,n, entdo
Q Elg] =0,
@ Varle;] = 0? (Homocedasticidade)
© ¢&; sdo independentes
QN N(0,0?) (Normalidade)
@ De forma matricial: € ~ N,,(0, Io?)
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Tipos de estimadores para &

Residuo observado

Definicdo 2 (Residuo observado)

Seja o modelo expresso em (2), o residuo observado é dado por:

A~

E=Y -V,

sendo Y = X0 e 6 o estimador de minimos quadrados dado por
0= (X'X)"'X'Y.
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Tipos de estimadores para &

Consequéncias do residuo observado
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Tipos de estimadores para &

Consequéncias do residuo observado

0 =Y -Y=Y-X0=Y -X(X'X)'X'Y
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Tipos de estimadores para &

Consequéncias do residuo observado

=Y -YV=Y-X0=Y -X(XX)'X'Y

@£
e Considerado H = X (X'X)~ 1 X’
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Tipos de estimadores para &

Consequéncias do residuo observado

Y -YV=Y-X0=Y -X(X'X)'X'Y
onsiderado H = X (X'X)~1 X’
(I-H)Y

e é
o C
°

é

31 de maio de 2016 6 /29

Ben Déivide (UFRN) Técnicas de Diagnéstico e Aplicagdes



Tipos de estimadores para &

Consequéncias do residuo observado

0 =Y -Y=Y-X0=Y -X(X'X)'X'Y
e Considerado H = X (X'X)~ 1 X’

oé=(I-HY
o Pode-se verificar que
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Tipos de estimadores para &

Consequéncias do residuo observado

0 =Y -Y=Y-X0=Y -X(X'X)'X'Y
e Considerado H = X (X'X)~ 1 X’
oé=(I-HY
o Pode-se verificar que

o E[¢]=0
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Tipos de estimadores para &

Consequéncias do residuo observado

E=Y-Y = X0=Y -X(X'X)"'X'Y
Considerado H = X(X X) ¢
e=(I-H)Y
Pode-se verificar que

o E[¢]=0

o Var[é] = (I — H)o?
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Tipos de estimadores para &

Implicacées do Residuo observado &€

@ €~ N,[0,(I — H)o? = & ~ N[0, (1 — hy)o?]

@ h;; € o elemento da diagonal da matriz H (leverage)
e 0<h;<1

@ Os &; ndo s3o independentes

°

A variancia dos &; sdo heterogéneas
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Tipos de estimadores para &

Residuo Padronizado

Defini¢do 3 (Residuo Padronizado)

Seja 0 modelo expresso em (2) e o residuo observado ¢ =Y — Y, entdo o
residuo estudentizado internamente é definido por:

&;

S2(1 = hii)’

r; = i:1,2,...,n, (4)

em que h;; é o i-ésimo elemento da diagonal de H, e S? expresso por:

(Y — X0)' (Y — X6). (5)

v
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Tipos de estimadores para &

Residuo Estudentizado

Defini¢do 4 (Residuo Estudentizado)

Seja 0 modelo expresso em (2) e o residuo observado € =Y — Y, entdo o
residuo estudentizado externamente é definido por:

=S i=12....n, (6)

/52, (1 — har)

em que h;; é o i-ésimo elemento da diagonal de H, e S(QZ.) é o estimador
de 2, dado por:

— /)82 — g2 — has oo

n—p —1 n—p —r?

)

O indice (i) indica que a i-ésimo observacdo sera omitida para estimar o>

v
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Tipos de estimadores para &

Residuos recursivos

Defini¢do 5 (Residuos recursivos)

Considere o modelo expresso em (2), sendo y, e x.. as r-ésimas linhas de
Y e X, respectivamente. Considere ainda X, as primeiras r linhas de X e
0, o estimador de quadrados minimos usando as primeiras r observacées.
Ent&o, o residuo recursivo é definido por

~

Yr — 33;»07"—1
[1— 2 (X) 1 Xpo1) L, ]2

w, = r=p +1,...,n. (8)
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Tipos de estimadores para &

Implicacdes desses trés tipos de residuo

Tabela 1. Quadro resumo das caracteristicas dos tipos de residuos.

Pressuposicdes é 5 Ty Wy
Independéncia Nido Nio Nio Sim
Homocedasticidade Nio Sim Sim Sim
Teste exatos sob Normalidade N3o N3o N3o Sim

OBS.: As observagdes estdo baseadas em Cook (1982) e Rawlings et. al.
(1998).
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Resumo grafico no R

Residuals vs Fitted Normal Q—Q
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Figura: Tipos de graficos para avaliar as pressuposices.

Ben Déivide (UFRN) Técnicas de Diagnéstico e Aplicagdes 31 de maio de 2016 12 / 29



Analise Grafica

Grafico: Residuos estudentizados vs valores ajustados

Figura: Grafico do residuo estudentizado apresentando padrdes de problemas nas
pressuposicoes.
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Analise Grafica

Grafico: Residuos estudentizados x Valores ajustados

99,74%

95,44%

68,26%

< D

-3 H-26  u-o u H+c  u+26 u+3c

Figura: Grafico de uma distribuicdo normal padrio
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Normalidade

o Teste de normalidade:

Hy : Os €'s tém distribuicdo normal

/ ~ . . .~
H; : Os €'s nao seguem uma distribuigao normal

o Teste Shapiro-Wilk
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Variancia

o Teste de variancias:

L2 2 _ 2
Hy : of=05=...=0,

H; : pelo menos um dos 01-2 diferente, i = 1,2,...,n.

o Teste de Breusch-Pagan
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Independéncia

@ Teste de independéncia:

Hy p#o

o Teste de Durbin-Watson
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Pontos influentes

Leverage

Definicdo 6 (Ponto influente)

Uma observacdo é um ponto influente se a sua exclusdo causa uma
mudanga substancial nos valores ajustados do modelo de regress3o.
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Pontos influentes

Leverage

Definicdo 6 (Ponto influente)

Uma observacdo é um ponto influente se a sua exclusdo causa uma
mudanga substancial nos valores ajustados do modelo de regress3o.

Residuo observado:
éi ~ N[O, ( — hii)02]

e H=X(X'X)'Xx'
@ h;; € o elemento da diagonal da matriz H (leverage)
e 0<hy<1
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Pontos influentes

Distancia de Cook

Estatistica da distancia de Cook:

em que:
@ 7; € o residuo padronizado
@ p' o numero de pardmetros do modelo

@ hy; é o leverage
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Pontos influentes

Residuo Estudentizado

Rawlings et. al. (1998) mostra que

* £i
L N ©)
S(Qi)(l — his)
Teste para verificar um ponto influente é:

o Se |r}| > t,_p_1,0/2, €ntd0 a i-ésima observagdo & influente com uma
significancia «.
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Aplicacdo

Problema: Buscando conhecer o rendimento dos automéveis, o estudo
baseou-se em determinar uma relago entre a velocidade (mph) de um
automoével e a distancia (pés) percorrida até a parada apds um sinal.
Foram coletadas 50 observacdes ao longo do tempo. Esse banco de dados
foi retirado do pacote datasets do R.

[
f
0

D oCo

Figura: Grafico de dispersdo.
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Os dados sao da velocidade dos
carros e a distancia até a
parada apos um sinal

Dados

> # DESCRICAOQ:

> #

> #

> dados <- cars; cars
speed dist

1 4 2

2 4 10

3 7 4

4 7T 22

5 8 16

6 9 10

50 256 85
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Modelo

> # Analise de Regressao linear simples:
> reg <- 1lm(rev(cars))

> reg <- 1lm(dist ~ speed, data = cars)

> summary(reg)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -17.5791 6.7584 -2.601 0.0123 *
speed 3.9324 0.4155 9.464 1.49e-12 *xx
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Residuos

rob <- residuals(reg) # residuos observado
rsi <- rstandard(reg) # res padronizado

rse <- rstudent(reg) # res estudentizado
rr <- recresid(reg) # residuo recursivo
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Teste de Normalidade (Shapiro-Wilk)

=

shapiro.test(rob) # Residuo observado

W = 0.94509, p-value = 0.02152

shapiro.test(rsi) # Residuo Estudentizado
= 0.94518, p-value = 0.0217

shapiro.test(rse) # Residuo Padronizado
= 0.93418, p-value = 0.00798

shapiro.test(rr) # Residuo recursivo
= 0.95962, p-value = 0.09745
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el ]
Teste de Homocedasticidade (Breusch-Pagan)

> library(car)
> ncvTest(reg) # Residuo observado
Chisquare = 4.650233 Df =1 p = 0.03104933

> library(lmtest)

> bptest(reg) # Residuo Estudentizado
studentized Breusch-Pagan test

BP = 3.2149, df = 1, p-value = 0.07297
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Teste de Independéncia (Durbin-Watson)

> #Independencia dos residuos

> library(car)

> durbinWatsonTest (reg)

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 0.1604322 1.676225 0.212
Alternative hypothesis: rho != 0
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Analise Grafica

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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Figura: Analise Grafica dos dados velocidade e distancia.
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Ponto influente (Residuo Estudentizado)
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