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Descrigao sobre o ponto - Funcgao de distribuicao acumulada; Principais distri-
buicoes de probabilidade: propriedades e exemplos de aplicagoes; Esperanca;
Variancia; Fungao caracteristica.

1 Revisao

Devemos relembrar alguns conceitos na Teoria de probabilidade.

Definigao 1 (Espago de probabilidade). Seja Q2 o espago amostral e F uma colegdo de
subconjuntos de €2 que pode ser atribuido probabilidade. Se P é uma func¢ao que mede a
probabilidade dos eventos em F, entdo a tripla (Q, F, P) é chamada de espaco de proba-
bilidade. [

Com o Espaco de probabilidade definido poderemos calcular a probabilidade de um
evento A € F, do qual F é uma colecao de subconjuntos de 2. Entretanto, quando
2 = R, poderemos ter problemas quanto a medida de probabilidade quando o conjunto
for nao-contavel, isto é, dado que A é um evento nao-contavel tal que A € R, como medir
a probabilidade A, se o espaco de probabilidade nao pode ser facilmente obtido? Para
solucionar esse problema, vamos definir a o-dlgebra de Borel.

Definicao 2 (o-dlgebra de Borel). A o-dlgebra de Borel, denotada por B(R) ou B, € a
menor o-dlgebra que contém todos os intervalos abertos dos reais (a,b), isto €, (—oo <
a<b<o0). Os conjuntos B C R tais que B € B sao chamados conjuntos de Borel. [

Agora, como os elementos da o-algebra de Borel inclui os conjuntos abertos, conjuntos
fechados (os complementares dos conjuntos abertos), intersegoes enumeraveis de conjuntos
abertos (lembrando que unides enumeraveis e conjuntos abertos ja sdo abertos), unioes
enumeraveis de conjuntos fechados (lembrando que intersegdes enumeraveis de conjuntos
fechados ja s@o fechados), é possivel obter uma medida de probabilidade. Isso nos leva ao
espago de probabilidade (R, B, P).

2 Variavel aleatoria

Em estatistica, avaliamos um experimento nao pelos eventos em si, mas por uma funcao
definida no espaco amostral, que associa o evento a um numero real. Essa funcao chama-
mos de varidvel aleatéria, denotada por uma letra maidscula, X ou X(.). Alguns autores
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criticam o termo “variavel aleatdria”, ja que a mesma é uma funcao. Como essa definicao
ficou conhecida com esse nome, seria um equivoco tentar renomea-la.

Definigao 3 (Variavel Aleatéria). Uma varidvel aleatoria X é uma fungdo mensurdvel,
X : Q= R, que mapeia (2, F) em (R, B), tal que

X' B)={weQ: X(w) € B} eF,

sendo B o conjunto de Borel e B € a o-dlgebra dos conjuntos de Borel, X' € a imagem
nversa de conjuntos B € B que pertencem a o-dlgebra F. [

Em outras palavras, se considerarmos B = (—o0, z]
XY (~o00,2) ={weQ: X(w) <z} €FVrecR,

isto quer dizer, que X é uma varidvel aleatéria (v.a.) de © em R, se e somente se, para
todo x que a fungao assumir, a imagem inversa do conjunto dos X menores ou iguais a x,
pertencer a o-algebra de eventos F, para todo x pertencente aos reais. Veja a ilustracao
de uma varidvel aleatéria na Figura 1.

R

X(w)

i ;
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(Q,F) —»  (R,B)

Figura 1: Variavel aleatéria X definida de €2 em R.

Ao definir uma varidvel aleatéria X, saimos de um espago mensurével (€2, F) com uma
medida de probabilidade P, para um novo espago mensuravel (R, B) nos reais com medida
de probabilidade Py induzida por X. Para que este espaco induzido por X também seja
mensuravel, definimos os eventos numa o-algebra de Borel B, de tal forma que a variavel
aleatdria serd mensurdvel se X (B) € F, sendo B um conjunto tal que B C B.

O material do Ross (2007, p.13-15) elucida bem o assunto de espago de probabilidade
e o-algebra de Borel

Defini¢ao 4 (Espago de probabilidade induzido por X). Seja X uma varidvel aleatoria
em (Q, F, P), tal que X : Q — R, entdo definimos o espago de probabilidade induzido por
X como (R, B, Px), em que

Px(X(w)e B)=P{we Q: X(w) € B}), VB € B, (1)
em que B € a o-dlgebra de Borel e Px € a medida de probabilidade induzida por X. [

A partir de agora, entendamos que o célculo das probabilidades estara relacionado aos
eventos Borelianos na o-dlgebra de Borel B.

Sabemos que uma variavel aleatéria X, é fungao dos possiveis resultados w € €2, e
que estes possiveis resultados assumem diferentes valores com diferentes probabilidades.
Assim, w é aleatodrio, e por consequéncia X também. Por isso, o termo variavel aleatéria,
em que a probabilidade de seu resultado assumir um determinado valor z, passa a ser
importante. Assim, conceituamos essa relacao de distribuicao de X.



Definigao 5 (Distribuigao de X). O conjunto de probabilidades
Px(X(w) € B) = P({w € Q: X(w) € B}),

para todos os subconjuntos de B € B, em que B é um subconjunto da o-dlgebra de borel
B, ¢ a distribuicao de uma varidvel aleatoria X . O

Para entendermos o comportamento estatistico de uma variavel aleatéria, temos que
definir sua funcao de distribuicao, em que sao caracterizados por eventos da forma B =
(—o00, x].

Definicao 6 (Funcdo de distribuicao de X). A fun¢ao de distribuicdo ou fungdo de
distribuicao acumulada de uma varidvel aleatoria X, no espago de probabilidade (2, F, P),
¢ definida por

Fx(z)=P(X € (—o0,2]) = P(X <x), v € R,

]

Para que nao haja confusao sobre funcao de distribuicao a qual esté relacionada com
a variavel aleatoria X, usamos o subscrito Fly.

Para entendermos melhor sobre a funcao de distribuicao, mostraremos suas proprie-
dades.

Teorema 1 (Propriedades da funcao de distribui¢ao). Uma func¢dao de distribuicao de
uma varidvel aleatoria X em (2, F, P) obedece as sequintes propriedades:

i) lim, oo Fix(z) =1 e lim,, o Fx(x) =0;

ii) Fx(x) € uma fungdo nao decrescente, isto €, Fx(x) < Fx(y) sempre que x < y,
Vr,y € R;

iii) Fx(z) € continua a direita, ou seja, para um nimero x, lim,, |, Fx(z,) = Fx(z). O

Demonstragao. 1) Aplicando a continuidade da probabilidade. Observe que para z,, |
—00, os eventos [X < z,] = {w € Q: X(w) < z,} tém como o limite o conjunto
vazio. Logo Fx(z,) = P(X < z,) | 0. Tomando x, 1 oo, os eventos [X < z,] T Q e,
portanto Fx(z,) = P(X < z,) 1 1;

ii) Note que [X < z] C [X < y| sempre que x < y. Logo as probabilidades satisfazem a
desigualdade:
Fx(z) = P(X <) < P(X <y) = Fx(y).

Como x e y sao arbitrarios, concluimos que F' é nao decrescente.

iii) Seja x € R e considere uma sequéncia {x,, n > 1, n € N} tal que z,, | z, ou
seja, 0s x,’s se aproximam de x pela direita ou por valores superiores a x. Entao,
(X <z, | [X <z], eassim, Fx(z,) | Fx(z). Como o resultado vale para qualquer
x, a propriedade esta verificada.
]

Se X é uma variavel aleatéria no espago de probabilidade (€2, F, P), estamos interes-
sados em calcular probabilidade de eventos que envolvem X, isto é, P(w € © : X (w) € B)
com B € B, B uma o-élgebra de Borel. A forma que essas probabilidades sao calculadas
depende da natureza particular de X.



Definigao 7 (Varidvel aleatéria discreta). Uma varidvel aleatoria discreta X em (2, F, P),
¢ uma fungao mensurdvel X : Q — R tal que a imagem Im(X(w)) € um subconjunto
contdvel finito ou infinito dos reais e X '(x) = {w € Q : X(w) = 2} € F para todo
z € R. [

Na realidade, dizer que os valores que a variavel aleatéria discreta assume em R é dizer
que Im(X(w)) € B tal que B € B. A probabilidade dos valores de X que pertencem a B
¢ dada por

P(XeB) = PX=z,0ouX=uxy0u ...)
= P(X=mz)+P(X=mz)+...= ) Px(x),

zeB

em que Px(x), z € R, é a fungdo de probabilidade de X, definida por Px(z) = P(X = ).
Assim, a probabilidade de um evento envolvendo X é encontrado pela sumarizacao das
funcoes de probabilidades dos conjuntos de pontos favoraveis ao evento. Em particular, a
funcao de probabilidade determina as probabilidades de todos os eventos envolvendo X,
para o caso discreto.

Dessa forma, podemos definir a fungao de probabilidade da varidavel aleatéria discreta

X.

Definigao 8 (Fungao de Probabilidade). Seja X uma varidvel aleatoria discreta, entdo
sua funcgdo de probabilidade, Px : R — [0, 1], € definida por:

Px(x) =Px(X =2)=PHw € Q: X(w) = z}),
sendo ) Px(x)=1. O

Essa definigdo nos permite observar que para valores distintos de X, se X = {z1, z9, ...}
B,com B € B,entao Q =, {w: X(w) =z,} =, {X=z}e{X=2}n{X =2} =
0 para i # j. Logo, 1 = P(Q) =) P(X =x,).

Defini¢ao 9 (Fungao de distribuicao de uma v.a. discreta). A funcdao de distribuicao de
uma varidvel aleatéria discreta X é a fung¢ao Fx : R — [0, 1], definida por

Fx(z)=P(X <z)= Y Px(X=u),

{i:x; <z}
para todo x € R. [

Essa funcao de distribuicao tem a forma de escada sendo descontinua nos valores
assumidos pela variavel aleatoria X.

Uma caracteristica interessante é que da distribuicao de probabilidade obtemos a
funcao de distribuicao e vice-versa, do qual apresentamos a seguir.

Teorema 2 (Relagao entre Fix e Px). Seja X uma varidvel aleatoria discreta em (Q, F, P).
Entao, Fx(.) pode ser obtida de Px(.), e vice-versa. O

Demonstracao. Seja os valores assumidos pela variavel aleatéria X, x1, 2o, . . .,

i) suponha que Px/(.) seja conhecido. Entao Fx(z) = Px(X <z)=>__ _ Px(X =x;);
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ii) suponha que Fx(.) seja conhecido. Entao Px(X = ;) = Fx(x;) — limz%m; Fx(z);
portanto Px (X = x;) pode ser encontrado para cada massa de ponto x;; entretanto,
Px(X = ;) =0paraz # z;, j = 1,2,..., entdo Px(X = z;) é determinado por
todos os nuimeros reais.

]

Uma outra classe de variaveis aleatérias é a v.a. continua. Inicialmente, podemos
dizer que uma variavel aleatéria X continua é uma fungao que assume em uma sequéncia
nao contavel de nimeros reais distintos, pertencentes a B € B, sendo B a o-algebra de
Borel.

Definicao 10 (Varidvel Aleatéria Continua). Uma varidvel aleatoria X ¢é continua se

Isto é, como {X =z} C {z —e < X <z}, temos

Px(x —e < X <ux)
Fx(x) — Fx(z — ¢),

IA A

para qualquer € > 0. Assim,

0<Px(X=ux)< lsigl[FX(x) — Fx(z —¢)] =0,

pela continuidade de Fx.

Assim, como poderiamos atribuir probabilidade as varidveis aleatorias? Com o intuito
de resolver esse problema, definimos a funcao densidade de probabilidade, que servira
como uma “probabilidade pontual” da variavel aleatéria continua. Assim, fazemos a
seguinte definigao,

Definigao 11 (Fungao densidade de probabilidade). Seja f : R — R uma fun¢ao. Entdo
f € uma fungao densidade de X se fx(z) > 0 para todo x € R, e ffooo fx(x)dx = 1.

Observe que a funcao densidade de probabilidade foi definida sem fazer referéncia
a uma variavel aleatéria continua. Apenas que satisfaca as duas condicoes. Com essa
defini¢cao, podemos redefinir formalmente uma variavel aleatéria continua.

Definicao 12 (Varidvel aleatéria absolutamente continua). Uma varidvel aleatdoria X é
absolutamente continua se existe uma func¢ao densidade fx(x), tal que

:/_x fx(t)dt, (2)

Nessas duas defini¢oes, percebemos que fx(z) ndo é unicamente definida. O que é
requerido é que a integral de fx(z) exista para todo z. Observe como exemplo supondo
que Fx(z) = xljp)(u) + Ineo(u), fx(u) = Iou(u) satisfaz Fx(z) = [* fx(u
Agora se considerarmos fx(u) = I(1/2)(u) 4+ 351 29 (u) + 1(1/271)( ) também satlstaz

f fx(u)du. Ou seja, a fun¢ao densidade é mudada em alguns pontos, e a
fun(;ao dlstrlbulgao nao se altera. Portanto, o correto ao invés de dizermos “a” fungao
densidade de probabilidade, seria “uma” funcao densidade de probabilidade.

para todo x € R.



H4 casos patolégicos, em que mesmo tendo uma varidvel aleatéria continua, Fx(x)
nao é diferenciavel devido a fx(x). Nesses casos, a varidvel aleatdria nao é absolutamente
continua. Por isso, uma varidvel é absolutamente continua se (2) se mantiver.

Assim, iremos omitir a palavra “absolutamente” ao mencionarmos uma variavel aleatéria
absolutamente continua, uma vez que os casos em que isso nao ocorre sao considerados
patoldgicos e nao merecedores de atencao, exceto em casos muito particulares e avangados.

A partir da Definigao 6, poderemos definir a funcao de distribuigao de uma variavel
aleatéria continua a seguir.

Definigao 13 (Funcao de distribuigdo de uma variavel aleatéria continua). Se X ¢ uma
varidvel aleatdria continua em (Q, F, P), a funcao de distribuicio Fx, se existir uma
funcao densidade fx, € definida por

Fx(x) = /_1‘ fx(t)dt, x € R.

]

Assim, como no caso discreto, para a variavel aleatoria continua, podemos a partir de
uma funcao distribuicao podemos obter uma funcao densidade, como também o contrario
é valido. Portanto, fazemos a seguinte definicao,

Teorema 3. Relagao entre Fx e fx Seja X uma varidvel aleatoria continua. Entao, a
partir de uma funcao densidade fx(x) pode ser obtido a func¢do de distribui¢ao Fx(z), e
vice-versa.

Demonstra¢ao. Se X é uma v. a. continua e fx(x) é dado, entdo Fx(z) é obtida pela
integracao [*_ fx(u)du. Se Fx(x) ¢ conhecida, entdo a fungao densidade pode ser obtida
por fx(x) = dFx(x)/dz, nos pontos em que z seja diferenciavel. O

Definigao 14 (Funcao quantil). A fun¢do quantil, considerando uma varidvel aleatdria
com funcao de distribuicio Fx(z) é a fungdio F~':]0,1] — R definida por

Fﬁl(p) =,

s

para todo p € [0,1], em que x é o menor valor real tal que Fx(x) > p. Assim, Fy'(p) é
o p—ésimo quantil de X ou 100p% percentil de X . [

3 Esperanca e Momentos

Um conceito extremamente importante envolvendo as variaveis aleatorias é a esperanca.

Defini¢ao 15 (Esperanca matematica). Seja X uma varidvel aleatoria em (Q, F, P). A
esperanga matemdtica (ou média) de X, denotada por px ou E[X], € definida:

i) se X for discreta,

E[X] = Z 2 Px (1), (3)

para um conjunto de pontos xy, To, ..., Ti, «..;



ii) se X for continua,
BlX] = / o fx (2)dz, (4)

sendo fx(x) uma fungao densidade de probabilidade.

A esperanga E[X] é conhecida como uma medida de locacdo. Uma outra medida que
envolve a esperanca ¢ a variancia, que mede a dispersao da fun¢ao densidade ou funcao
de probabilidade de X, por isso uma medida de dispersao ou de forma.

Definicao 16 (Variancia). Seja X uma varidvel aleatoria em (2, F, P) e sua esperanca
matemdtica dada por E[X] = p. A wvaridancia de X, denotada por o% ou Var|X], é
definida:

i) se X for discreta, por:

Var[X] = 3 (s — 1) Py (o), )
para um conjunto de pontos xy, To, ..., Ti, ...;
ii) se X for continua, por:
VarlX] = [ (o= ) fx(e)da, ()

sendo fx(x) uma fungao densidade de probabilidade.

Definicao 17 (Desvio padrao). Seja X uma varidvel aleatoria em (2, F, P). O desvio
padrao de X, denotado por ox, € definido por ox = ++/Var[X]. O

Definicao 18 (Esperanca de ¢g(X)). Seja X uma varidvel aleatoria em (2, F, P) e g(.)
uma fungao com dominio e contradominio nos reais. A esperanca da func¢ao g(.) de X

que também € uma varidvel aleatoria no mesmo espaco de probabilidade, denotada por
Elg(X)], € definida por:

i) se X for discreta,
Elg(X)] =) glz:)P(x:), (7)
para um conjunto de pontos xy, To, ..., Ti, «..;

ii) se X for continua,

Elo(x)) = [ " o) fx (@), ®)

[e.9]

sendo fx(z) uma fungdao densidade de probabilidade.

Existe uma prova em Magalhdes p. 219 para Y = g(X) e em Daniel Estatistica
Matemadtica (versao 20.01.2016, p.244); Mood p.153.

Teorema 4. Se g(X) = X, entio Flg(X)] = F[X] = ux € a média. Se g(X)
(X = px)?, entio E[g(X)] = E[(X — pux)?] = Var[X].

ol

Demonstragdo. Se g(x) = = segue a Definigao 18. Se g(z) = (r — u,)? segue a Definigao
16. O



Teorema 5. Se X um varidvel aleatdria em (0, F, P), entdo
Var[X] = E[X?] - (E[X])*, (9)
dado que E[X?] existe. O

Demonstragdo. Observe inicialmente que se E[X?] existe, entdao E[X] também existe.
Logo,

Var[X] = E[(X — E[X])?]
= E[X? - 2XE[X] + (E[X])?
= B[X*] - 2(E[X])* + (B[X])?
= E[X?] — (E[X])*
O
Uma forma alternativa para a expressao (9) pode ser dado da seguinte forma:
Var[X] = E[X? + (E[X] - E[X]) — (E[X])?
= E[X(X - 1)] + E[X] — (E[X])% (10)

Esse resultado ¢ importante quando formos demonstrar a variancia de algumas distri-
buigoes, como por exemplo a distribuicao geométrica.

Teorema 6 (Propriedades da Esperanga). Seja X um varidvel aleatdria em (Q,F, P).
Entao,

i) Unilateralidade: E|c|] = ¢ para uma constante c;

ii) Homogeneidade: E[cX]| = cE[X] para uma constante c;
iii) Linearidade: E|ci X + co] = 1 E[X] + ¢35
iv) Monotonicidade: E[X1] < E[X3] se x1 < xq V.

Demonstra¢ao. Assuma X uma varidvel aleatéria continua. Para provar (i), temos

Bld = /Z fr()ds = C/Z Fr(w)ds = c.

Para (i7), temos

ElcX] = /_00 cX fx(z)dx = c/_oo X fx(z)dx = cE[X].

(e}

Para (ii1), temos

BleX +ol = [ X + e fx(x)da

o0

= /Oo o X fx(x)dx + /OO c2 fx(z)dx

=0 /oo Xfx(z)dr + ¢y /OO fx(x)dx
:ClE[X] + Co.



Finalmente,
0 < E[X, — Xi] = F[Xs] — E[X4],

que implica em (iv). ]

Outras propriedades de esperanca podem ser encontradas na apostila de Rolla p. 77-
78/84; Casella port. p. 52.

Teorema 7 (Propriedade da variancia). Seja X um varidvel aleatdria em (2, F, P), entdo
para quaisquer constantes a e b, as propriedades da variancia sao:

i) Var[b] = 0;
i) Var[aX] = a*Var[X];
i) Var[aX + 0] = a*Var[X]
Demonstragao. Para (i), pela Definicao 16 temos
Var[b] = E[(b— E[b])?]

= E|[(b — b)?] (Teorema 6 - Unilarelidade)
=0.

Para (ii), temos

Var[aX] = E[(aX — E[aX])?]
= E[(aX — aF[X])?] (Teorema 6 - Homogeneidade)
= a’E[(X — E[X])? (Teorema 6 - Homogeneidade)
= a*Var[X] (Definicdo 16).

Para (iii), usando o Teorema 5, temos
Var[aX +b) = E[(aX + )% — (ElaX + b))%,

e sabendo da linearidade da esperanga, Teorema 6, temos que F[aX + b] = aE[X]|+ b=
apx +b. Logo

Var[aX + b = E[(aX + b)?] — (apx + b)?
[(aX +0— apx — b)?]

[(aX — apx)?]

[0*(X — px)?]

=’ E[(X — px)’]

= a*Var[X].

E
E
E

]

Outras propriedades de variancia e desvio padrao podem ser encontradas na apostila

de Rolla p. 79-80.



3.1 Algumas desigualdades interessantes

Para nao precisarmos estd repetindo sempre as notacoes quando a variavel aleatéria X
é continua ou discreta, denotemos fy(x) uma fungao densidade de probabilidade (X
continua) ou fungao de probabilidade (X discreta).

Teorema 8 (Desigualdade de Chebychev). Seja X wuma varidvel aleatdria definida no
espaco de probabilidade (Q, F,P), com fx(x;.) sendo uma fungao de probabilidade ou
uma fungao densidade de probabilidade. Considere ainda g(x) uma fungdo nao negativa
de X. Entao para qualquer k > 0,

P(g(x) > ) < ZOX) (1)

O
Demonstrag¢ao. A prova sera realizada considerando X uma variavel aleatéria absoluta-
mente continua. Entdo poderemos expressar esperanga de g(z) da seguinte forma:

o0

E[g(X)] = / 9(2) fx (a3 ) (12)

Observe pelo gréfico:

g(x)

{x: g(x) 2k} {x: g(x) 2k}

que a E[g(X)] pode ser particionada em

{z:9(X)<k} {e:g(X) 2k}
> / 9(@) fx(;.)dz
{r:g(X)>F)
> [ g =k [ fewsde = kPG 2 0. (03)
{z:9(X)>k} {w:g(X) 2k}
Logo,
E[g(X
P(g(x) > k) < PO (14)
como queriamos provar. O
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Se a distribuicao de X for discreta, basta substituir as integrais por somatorios. Esse
Teorema tem uma grande utilidade nas provas dos Teoremas limites, tais como con-
vergéncia em probabilidade e Lei Fraca dos Grandes Niumeros.

Teorema 9 (Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel aleatdria definida no espago
de probabilidade (2, F, P), com fx(x;.) sendo uma fung¢ao de probabilidade ou uma fun¢ao
densidade de probabilidade. Considere ainda g(z) uma func¢ao nao negativa de X . Entdo
para quaisquert >0 e k > 0,

Ellg(X)|t
Plg(x)| > k) < ZICON (15)
O
Demonstracao. Temos
Ellg(X)|!
P(lg(X)| = k) = P(lg(x)|' > &) < ZHIEOIL
pela Desigualdade de Chebychev. [

Teorema 10 (Desigualdade de Jensen). Seja X uma varidvel aleatdria definida no espago
de probabilidade (2, F, P) com E[X] < oo e g(.) uma fun¢do conveza, entdo

Elg(X)] = g(E[X]). (16)
]

Demonstragao. Sendo g(.) uma func¢ao convexa, existe uma reta h(.) que passa no ponto
(x0, g(z0)) que fica abaixo do grafico da funcao g(.), ver Figura .

8(x,

g(E[X])

v

E [:X]

Considerando o ponto (zg, g(xo)) = (E[X], g(E[X])) e h(z) = ax+b, temos que h = g
no ponto (F[X], g(E[X])), e nos demais casos h(x) < g(z). Logo,

9(EX]) = ME[X]) = aB[X] + b= ElaX +b] = E[h(z)] < Elg(X)],

em que a suposicao da esperanca finita, permitiu a aplicacao das fungoes g e h no valor
esperado de X. O

Para detalhes sobre uma funcao convexa aplicado na Desigualdade de Jensen, ver
Casella, port. p. 171.
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4 Momentos
Definigao 19 (Momentos amostrais). Seja uma amostra aleatéria Xy, Xs, ..., X, com

fdp ou fp fx(x;0), com 6 = (61,02,...,0r) € © em que © € o espago paramétrico. O
k-ésimo momento amostral, denotado por My, é definido por

1 o
Mk—E;Xi, (17)

e 0 k-ésimo momento amostral em torno da média amostral X, denotado por Mj, é
definido por

1 _
M, ==Y (X, —X)~ 18

SIPIEEES (18)

O

Definigao 20 (Momentos populacionais). Seja uma amostra aleatoria Xy, Xo, ..., X,

com fdp ou fp fx(x;0), com 0 = (01,0,,...,0;) € © em que © € o espago paramétrico. O
k-ésimo momento populacional, denotado por ux, € definido por

i = BIXY], (19)

e 0 k-ésimo momento populacional em torno da média populacional p = E[X], denotado
por ., € definido por

e = BI(X — ). (20)

O

Geralmente i, ou p), € uma fungdo conhecida e funcao dos k parametros 61,6, .. ., 0.
Portanto, poderiamos reescrever py = pux (61,62, ...,0k) € pf, = ug(01,02,...,0k).

Sabemos que para k = 1 em (19) gy = E[X']| = E[X] = p ¢é a esperanca de X. E
para k =2 em (20) pf = E[(X; — p)?] = Var[X] é a variancia de X.

Entretanto, poderemos gerar momentos populacionais usando a fungao geradora de
momentos (fgm).

Definigao 21 (Fungao Geradora de Momentos (fgm)). Seja X wma varidvel aleatoria de-
finida no espago de probabilidade (Q, F, P), com func¢do de distribuicao Fx(x). A fung¢do
geradora de momentos (fgm), denotada por mx(t) ou m(t), € definida por

mx(t) = Ele'], (21)
se o valor esperado de e ewiste para todot em —h <t < h; h > 0. 0

Contudo, seu principal uso nao é gerar momentos, mas ajudar a caracterizar uma
distribuicao, pois se a fgm existe ela é unica.
Para obter os momentos pela fgm, basta diferenciar (21) em relagao a t, isto é,

k
%mx(t) = /xke”fx(x)dx.
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Tomando ¢ — 0, obtemos
—mx(t) = E[X"] = .

Em (Casella, port. p. 57 Teorema 2.3.7 ) e (Magalhéaes, p. 268) podem mostrar como
obter os momentos populacionais.
Entretanto, nem sempre é garantido que uma fmg exista, pois para o caso discreto

mx(t) = E[e”X] =) " P(X = x), (22)
e para o caso continuo
mx(t) = Ele"] = /OO e fx(x)dz, (23)

nem sempre a soma em (22) e a integral em (23) sdo finitas numa vizinhanga de t em
torno do zero, e portanto, a fgm nao existira.

Entretanto, uma outra funcao que gera momentos e que sempre existe desde que os
momentos existam, é a fungao caracteristica.

Definigao 22 (Funcao Caracteristica). Seja X uma varidvel aleatoria definida no espago
de probabilidade (Q0, F, P). Entdo a fun¢do caracteristica, denotada por ¢x, € definida
por

ox(t) = E[e"™] = Elcos(tX)] +iE[sin(tX)], (24)
em que i =+/—1. L]

A grande vantagem da fungao caracteristica é que além de sempre existir, pois ¢ x (0) =
le|px| <1, ela pode gerar os momentos de uma variavel aleatéria X, como também de-
termina a funcao de distribuicao da variavel aleatoria X. Por exemplo, se X tem esperanca
E[X], os momentos de X podem ser expressos por ¢?(0) = i¢E[X1). O

5 Distribuicoes especiais de Probabilidade

5.1 Distribuicoes especiais para variaveis aleatodrias discretas

Definigao 23 (Distribuigao Bernoulli). Uma varidvel aleatoria discreta X tem distri-
buicao Bernoulli de parametro p, se a distribuicao de probabilidade de X, é definida por

[ rr(d=pt*, parax =0 oul,
PX =2) = { 0, caso contrdrio (25)

em que p satisfaz 0 < p < 1.

Em outras palavras, define-se uma v.a. X que assume dois possiveis resultados: o
valor 1, se ocorrer o evento desejado (sucesso); e o valor 0, se ocorrer o valor ndo desejado
(fracasso). Definindo-se ainda p como sendo a probabilidade de ocorrer o sucesso, e
(1 —p), a probabilidade de ocorrer o fracasso, entdo X tem distribui¢ao de probabilidade
Bernoulli.

Para validade se a distribuicao de Bernoulli é uma funcao de probabilidade, temos que
demonstrar:

13



i) Mostrar que P(X =z) > 0:
Prova: Como os valores de x =0 ou 1 e 0 < p < 1, entao p*(1 — p)=* > 0.

ii) Mostrar que ! P(X =) = 1:
Prova: > P(X =2)=P(X=0)+P(X=1)=(1-p)+p=1

Teorema 11 (Esperanga, Variancia e Desvio padrao da distribui¢ao de Bernoulli). Se a
variavel aleatoria X possui distribuicao Bernoulli, cuja funcao de probabilidade € expressa
em (25), a esperanca de X € dada por

E[X] =p, (26)
a variancia
Var[X] = p(1 —p), (27)
e o desvio padrao
ox = vl —p). (28)
O

Demonstracao. Sendo a esperanca definida por:
E[X]=) zP(X =ux),
=0

e considerando o experimento da v.a. X com distribuigao Bernoulli, em que x = 1, sucesso
para o experimento com probabilidade p e z = 0, o fracasso, com probabilidade (1 — p),
entao a esperanca é dada por

EX]=1xp+0x(L-p)=p,
e a variancia sendo Var(X) = E[X?] — E?[X], entdo,

EX=12xp+0°x(1—p)=p

portanto,
Var[X] =p—p® =p(l —p).
O desvio padrao é dado por:
. = /(1 —p).
]

Exemplo 1. Uma urna contém 30 bolas brancas e 20 verdes. Retira-se uma bola dessa
urna. Seja X : nimero de bolas verdes, determine P(x).

[ 0=¢=230/50=3/5,

Assim, como P(X =1) = (2/5)1(3/5)" = 2/5.
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Considere a repeticao de n ensaios de Bernoulli independentes e todos com a mesma
probabilidade de sucesso p. A v.a. que conta o niimero total de sucessos tem distribuicao
Binomial, definida a seguir.

Definigao 24 (Distribuigdo Binomial). Uma varidvel aleatoria X discreta, tem distri-
buicao Binomial, se sua fungao de probabilidade é dada por

v O =pt parax=0,1,2,...,n,
P(X B x) B { 0, caso contradrio, (29)

em que (") = n!/[zl(n—2)!], e p é 0 parametro que indica o nimero de sucessos do evento
ocorrer, sendo 0 < p < 1.

Para mostrarmos que a distribuicao Binomial é uma funcao de probabilidade, devemos
mostrar as seguintes propriedades:

i) Mostrar que P(X = z) > 0;
ii) Mostrar que > " _ P(X =z) =1.

Demonstragio. i) Comon >0,z >0,n>ze0<p<1, entao (I) >0,p">0¢
(I1—p)»*>0.

Portanto,

PIX =] = <Z)px(l —p)" " > 0.

ii) Antes de chegarmos ao resultado, vamos entender uma propriedade do binomio de
Newton. Para n = 3, temos
r=0 = (IPA-p*"=>10-p?’=¢,

r=2 =

(
:L‘:1:>(
(
(

r=3 =

Agora observe,
(p+9)° =p* +30°0+3p¢” + ¢*,

entao, podemos concluir que

= (p+q)°.

Expandindo esse resultado para n, podemos observar que
Y P(X=z)=(p+q" (30)
=0
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Sabendo que ¢ = 1 — p, entao

Y P(X=2) = [p+(1-p)]",
- = 1"=1. (31)

Portanto, P(X = z) é uma fungao de probabilidade.
[

Teorema 12 (Esperanga, Variancia e Desvio padrao da distribuicdo Binomial). Se a
variavel aleatoria X possui distribuicao Bernoulli, cuja funcao de probabilidade € expressa
em (25), a esperanca de X € dada por

E[X] = np, (32)
a variancia
Var[X] =np(l — p). (33)
e o desvio padrao
ox = /np(l —p). (34)
]
Demonstracdao. Sabemos que se X, X, ..., X, sao varidaveis aleatorias iid com distri-

bui¢ao de Bernoulli de parametro p, entdao Y =Y " | X; ~ Binomial(n,p). Logo,

n

BIY] = B[}_Xj =) E[X] = nE[X] = np,

considerando E[X] em (26). A variancia pode ser obtida pelo mesmo raciocinio feito para
obter a esperanca, isto €,

VarlY] = Var[z X, = Z VarlX;] = nVar[X] = np(1 — p),

considerando Var[X] em (27). O desvio é a raiz da variancia, logo

oy = /np(1—p).
[

Seja uma sequéncia de experimentos independentes de uma varidvel aleatéria com
distribuicao Bernoulli. Se desejassemos calcular a probabilidade de verificar o niimero de
fracassos até o primeiro sucesso, essa medida seria analisada pela distribuicao geométrica,
isto é, X é uma varidvel aleatdria que representa o tempo de espera (nimero de fracassos)
até o primeiro sucesso de um evento. Dizemos que X tem distribuicao geométrica, como
segue a Definicao.

Defini¢ao 25 (Distribuicao Geométrica). Uma varidvel aleatoria X discreta tem distri-
buicao Geométrica, se sua funcdao de probabilidade € definida por

T

p(1 —p)*, parax=0,1,2,...,

PX =z)= { 0, caso contrdrio, (35)

sendo 0 < p < 1.
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Poderiamos redefinir a variavel aleatéria X com distribuicao Geométrica, dizendo que
X é o numero de experimentos até o primeiro sucesso. O que acontece agora é que o
primeiro sucesso entra na contagem. Desse modo, a distribuicao Geométrica se modifica,
como pode ser visto na seguinte definigao.

Defini¢ao 26 (Distribuicao Geométrica). Uma varidvel aleatéria X discreta, tem distri-
buicao Geométrica, se sua funcdo de probabilidade € dada por

[ p@=p*t, parax=1,2,...,
PX =z)= { 0, caso contrdrio, (36)

sendo 0 <p < 1.

Assim, como X contou o primeiro sucesso, a variavel aleatoria passara a ser definida
X € N*+, e o expoente da probabilidade do fracasso se altera para (1 —p)* .

Para verificar que a distribuicao Geométrica é uma funcao de probabilidade, devemos
mostrar as seguintes propriedades:

i) Mostrar que P(X = z) > 0;
ii) Mostrar que > P(X =z) =1,
sabendo que para a defini¢ao 25 é algo similar.

Demonstragdo. Para o item (i), como z > 0 e 0 < p < 1, entdao p(1 — p)*~! > 0, logo
P(X =) > 0. Para o item (ii), pela Defini¢ao (25) temos

ZP(X:@:Zp(l—p)xsz(l—p)ng: 1.

Pela Defini¢ao (26) temos

;P(X =) = ;p(l —p)"
=pil(1 —p)"
= 1—pg(1 —p)*
= %yf;(l P =)
p(11_— p) i(l p)"
=py;(1—p)y = j—; =1

17



Teorema 13 (Esperanga, Variancia e Desvio padrao da distribuicdo Binomial). Se a
varidavel aleatoria X possui distribuicio Geométrica, cuja funcao de probabilidade € ex-
pressa em (35) ou (36), a esperanca de X € dada por

a variancia

e o desvio padrao

1
E[X] = . Definigao (25)
p
1
= Defini¢ao (26)
p
1 —
Var[X] = 2p, (Para as duas situagoes)
p
1—
ox = 2]9‘ (Para as duas situagoes)

(37)

(38)

(39)

(40)

]

Demonstra¢ao. Uma prova interessante e rapida. Seja U ~ Bernoulli(l —p) e X ~

Geo(p).

Considerando que U e X sao varidveis aleatérias independentes, entao X* =

U(l + X) é uma variavel aleatéria que tem a mesma distribuicdo de X, distribuicdo
geométrica de parametro p, isto é,

P(X*=0)= PU=0)= p
P(X*=1)=  PU=1)PX=0)= (1-pp
P(X*=2)=  PU=1)P(X=1)= (1-p?

:P(X*:x):> P(Uzl)P(X:x—l):: (1—p)*p.

Dessa forma podemos calcular a esperanca e a variancia facilmente.

E[X™] -

E[X*|=FE[U(1+ X)]
= E[U] + E|U|E[X]
=1 -p)+ (1 -pE[X],
(1 -pEX"]]=(1-p)

D

Para a variancia temos

Var[X*] = B[X*] - (B[X"])?,

18



em que E[X*] j4 foi obtido. A segunda parte ¢ dada por

E[X**] = E[U*(1 + X)? = E[U?|E[(1 + X)?|
= (VarlU] + (E[U])2)(Var[1 + X+ (E[1+ X])Q)

— p(1-p)+ (- p)?) |Var(x] + (1 n ?)

p
VarlX]+ (B = (1= )+ (1= ) [Varlx]+ L] gp =1
Var[X*] + <1p%p)2 =1 —p)p+(1-p)] {Var[X*] + 2} . Var[X*] = Var[X]
Var[X*] + <1P%p)2 = (1—p)Var[X*] + 1p_2p
Var[X*]p = 1p—2p ~a ;219)2
Var[X*] = 1p_2p.

O desvio padrao ¢ imediato.

Demonstracao. Para a Definicao (25) temos

=p(1—p) _4 Z(l - p)’C] (Sob condigoes de regularidade)

—p(1—p) '___} _ p(lp;p) _a ;p).
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Assim,




I—p
p?

Finalmente, o desvio padrao segue a expressao (40). O

Considere agora, um experimento em que a variavel aleatéria X, representa o niimero
de fracassos até o r-ésimo sucesso. Dizemos que X tem distribuicao binomial negativa.

Definigao 27 (Distribui¢ao Binomial Negativa). Uma varidvel aleatdria X discreta, tem
distribuicao Binomial negativa, se sua fungao de probabilidade € dada por

z+r—1\ r _ T _
P(X =1x)= ( ” )p (1-p)*, parax Q, 1,2, c (41)
0, caso contrdrio,

sendo 0 < p < 1. 0
Um exemplo para elucidar essa definigao.

Exemplo 2 (Binomial negativa, expressao (41)). Um experimento com uma moeda ho-
nesta, em que cada langamento pode resultar em cara ou coroa. O objetivo do experimento
¢ verificar a probabilidade de obter 3 vezes a face coroa até sair pela sequnda vez a face
cara. Observamos que a varidvel aleatoria X quantifica o nimero de fracassos (nimero
de coroas). Dessa forma, X = 3 fracassos até a ocorréncia do seqgundo sucesso (r = 2).
Assim,

P(X =3) = (3 + ; - 1) (1/2)%(1 — 1/2)* = 0,125,

]

A expressao nos mostra que para as x + r — 1 primeiras realizagoes, precisamos ter
r — 1 sucessos. Poderiamos expressar essa distribuicao de outro modo,
r+r—1

P =)= (" -, (42)

P =) = (-0 ( ) (43)

T

Este tltimo, é o que justifica o nome da distribuicao.
Agora, seja Y = X + r, sendo que e a variavel aleatéria Y o nimero de ensaios até
r sucessos. Y também tem distribuicao binomial negativa, com a seguinte funcao de

probabilidade

y_l T _ y—r —
PY =y) = { ér—l)p (1—=p)¥", paray 7/’, 7“ +1,..., (44)
) caso contrario,

A distribuicao Binomial Negativa estd relacionado com a distribuicao Geométrica. Isto
é, se X ~ Geo(p), entdao Y = >"'_| X;, sendo r o nimero de sucessos. Veja o esquema
abaixo, supondo um sequéncia de experimentos Bernoulli sendo F - fracasso e S - Sucesso:

Y
¥ F F S F S F F S ... F F 8
N ~ - S—— S— —
X, Xo X3 X

Por isso Y = X +r, sendo X o nimero de fracassos e r o nimero de sucessos. Se r = 1,
entdo Y ~ BN(p,1) que é Y ~ Geo(p).
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Exemplo 3 (Binomial negativa, expressao (44)). Suponha que num experimento com 1
dado honesto, desejamos obter 3 vezes na face superior, o valor dois. Para isso, iremos
dispor de 6 tentativas. Observe que nessa situacdo, estamos querendo em 6 tentativas
obter 3 vezes o valor dois na face superior. Na expressao (44), temos que Y =6 e r = 3.
Isso implica dizer, qual probabilidade de em 6 tentativas, P(Y = 3), obtermos 3 sucessos
(face superior igual a dois). Observe na combinatoria que temos (f:i), apenas y — 1
tentativas e r — 1 sucessos, porque na x-ésima tentativa jd estd definido um sucesso. Em
outras palavras, na sexta tentativa, o modelo fixa um sucesso, restando apenas, as outras
y — 1 =5 tentativas combinar os outros r — 1 = 2 sucessos. Assim,

6—-1 1\° 1\°
P(Y =6) = - 1—= =0,0267918.
( 6) (3 1) (6) ( 6) 0,0267918

Usando a definicao 43, iremos mostrar que a distribuicao Binomial negativa é uma
funcao de probabilidade, devemos mostrar as seguintes propriedades:

]

i) Mostrar que P(X = z) > 0;
ii) Mostrar que >~ P(X =x) =1,
Demonstracgao. i) Comoz>0e0<p<1,logo, P(X =x)>0;

ii) Antes de iniciarmos a prova, vamos apresentar do resultado do teorema binomial,
que afirma que para duas variaveis z e y, tem-se:

(z+y)" = <g) 2y 4 <7;) 2yl 4 <Z) T
S ( n )xlyn—l 4 <”)onn7
n—1 n

Considerando apenas uma variavel, substituindo y por 1, temos

oo (e () (e
RN SRR

ou equivalentemente,
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Se considerarmos uma série binomial, que é a mesma que uma série taylor para
qualquer constante « e || < 1, temos

(1+2)* = f: (Z) o

k=0
-1
:1+ax+%x2+-~

E considerando ainda uma série binomial com niimeros inteiros negativos, temos

(EEES (‘k) (—0)"" (45)

=0
= [~
=p' Yy ( . )(—qux
=0
r < -r x
Y ( ) )(—q> |
=0
usando o resultado da expressao (45), segue
Y PX=x)=p (-0,
=0

como p =1 — ¢, logo
ZP(X::U) =p " xp =1L
=0

O

Teorema 14 (Esperanga, Variancia e Desvio padrao da distribuigdo Binomial Negativa).
Se a varidvel aleatdria Y possui distribuicdo Binomial Negativa expressa em (44), entdo
a esperanca de X € dada por

k
EX] = > (46)

a variancia )
Var[x] = X p; P (47)

e o desvio padrao
1

ox = r( e ) (Para as duas situagoes) (48)
[
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Demonstracao. Sabemos que se X, Xo,..., X, sao varidveis aleatérias iid com distri-
buicao Geométrica de parametro p, entdao Y =" | X; ~ BN(p,r). Logo,

ElY] = E[Z X)) = ZE[XJ =rB[X] = -,

considerando E[X] em (38). A variancia pode ser obtida pelo mesmo raciocinio feito para
obter a esperanca, isto é,

VarlY] = Var[z X;| = ZV@T[Xi] =rVar[X] = %,

considerando Var[X] em (39). O desvio ¢ a raiz da variancia, logo

r(1—p)
P

Oy =

]

Um outro tipo de distribuicao pode ser visto, num experimento classico com urnas.
Suponha que temos uma urna grande com N bolas. Essas bolas podem ter M bolas
vermelhas e N — M bolas verdes. Assim, retiramos uma amostra de tamanho K dessa
urna, e pretendemos saber, qual a probabilidade de se ter x bolas vermelhas nessa amostra
K?. Note que as K bolas retiradas da urna sao todas de uma vez (sem reposi¢ao).
Estamos diante de uma experimento, em que a variavel aleatoria X, tem distribuicao
hipergeométrica.

O numero total de amostras possiveis de retirar uma amostra K dentre as N bolas, é

(%) O numero possivel de retirar x num total de M bolas vermelhas, é (]\f ) E o nimero

possivel de retirar K — x num total de N — M bolas verdes, é (JL:JIW ) Assim, definimos

Definigao 28 (Distribuigdo hipergeométrica). Uma varidvel aleatoria X discreta, tem
distribuicao hipergeométrica, se sua funcao de probabilidade é dada por

(]\/I)(N*]V[)

x K—x —

P(X:x):{ P parax =0,1,2,..., K (49)
0, caso contradrio,

emque M >z, N—M>K—x,e M —(N—-K) <z <M. n

Para mostrar que a distribuicao Hipergeométrica é uma fungao de probabilidade, de-
vemos provas as seguintes propriedades:

i) Mostrar que P(X = z) > 0;
ii) Mostrar que ) P(X =z)=1.

Demonstragao. Para o item (i) verificamos claramente que P[X = z| > 0 para z =
0,1,..., K. Para o item (ii), pela identidade de Vondermonde:

> () - ()
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Teorema 15 (Esperanca, Variancia e Desvio padrao da distribui¢do Binomial Negativa).
Se a variqvel aleatdoria X possui distribui¢ao Hipergeométrica expressa em (49), entdo a

esperanca de X € dada por

M
EX|=K—
[] N’
a variancia MN_MN_K
VarlX| =K

e o desvio padrao

Demonstracao.

z=1 K K—l)
e L)
N =1 (g:i)
KA G
= M— y Y (y=x—1)
Ns o G
K (N—l)
= M— ﬁj (Identidade de Vandermonde)
N (k)
_uk
= M=

A variancia pode ser expressa por

Var[X] = E[X? — (E[X])?
[X?] — E[X] + E[X] — (E[X])

(X (X = D]+ E[X] - (B[X])".

Il
& X

Para E[X (X — 1)], temos
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=0 (g)
(2) (i) (DGes) s~ G0
=00—-1) x —7———+1(1—-1) x ——+— T
R R M P PR &
K M(M~1) (M—2\ (N—M
-3t )
2=2 K(K-1) (x-1)
_ KK - 1) 5~ (G2) ()
M) 5T
_ K -2 (6t
_M(M—l)N(N_l) 2 (g:;) (y=z—2)
_ K(K —1) (155 .
=M(M —-1) NV 1) () (Identidade de Vandermonde)
K(K-1)
= M(M = 1)
Assim,
K(K-1) K K’
Var(X| = M(M — 1)—N(N— 1 +MN - M Nz
:M% {(M—ng:g +1—M%]
K [(N=M)(N-K)
=My { N(N —1) ]

Portanto, o desvio padrao é dado por

Y [ T

N N(N —-1)
O
Se considerassemos p = % e n = K, reescreveriamos a esperanca e a variancia de X
por:
E[X] = np, (53)
a variancia
VarlX] = np(1 —p) 3. (54)

em que p representa o numero de sucessos numa amostra de tamanho N. Isso significa,
que a esperanca da distribuicao hipergeométrica é idéntica da distribuicao binomial. En-
tretanto, sua variancia é igual a da distribuicao binomial acrescido um fator de correcao
para populacoes finitas dada por %:’f Entretanto, se a amostra fosse com reposicao, X
deve ter uma distribuigao binomial e sua variancia deve ser np(1 — p).
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Uma distribuicao discreta amplamente aplicada em diversos tipos de experimentos, é
a distribuicao de Poisson. Eventos do tipo, fenomenos que esperamos dado um tempo ou
um espago, como o numero de telefonemas de uma atendente em uma hora, ou o niimero
de acidentes por 15km em uma rodovia. Uma das ideias por trés dessa distribuicao é
que para pequenos intervalos de tempo, a probabilidade de uma chegada é proporcional
ao tempo de espera (Ver portal action, tem uma introdugao legallll). Isso faz com que a
distribuicao consiga modelar os eventos citados anteriormente. Assim, definimos

Definigao 29 (Distribui¢ao de Poisson). Uma varidvel aleatoria X discreta, tem distri-
buicao de Poisson, se sua fun¢ao de probabilidade é dada por

z! )

e~ A\® _
pamx—()/,l,Q,..., (55)
0, caso contrario,

em que X > 0. 0

Para provar que a distribuicao de Poisson é uma funcao de probabilidade, temos que
demostrar os itens:

i) Mostrar que P(X = z) > 0;
ii) Mostrar que > - P(X =z) =1,

Demonstracao. i) Sabe-se que A > 0, x = 0,1,2,..., e a constante e = 2, 7188281...,
entao

o >0,
e )\ >0,
o ! >0,

portanto, P(X = z) > 0.

ii) Tendo,
e Az
e A
Sh=n = YO
=0 =0 )
o0 )\l’
_ A\ A
- ° ; x!’
L (A0 AL N2 AF
= e a—Fﬁ—f—a—F...—i—H—F... )
A2 A*
= e M1+ A+ +  + 5+ |,
2! x!
| série dZTaylor
e sabendo que e =14z + “5—? + ..., é a expressao da série de Taylor, portanto

ZP(X —12) = et =e"=1
=0

Assim, provamos que a distribuicao de Poisson é uma distribuicao de probabilidade.
O

27



Teorema 16 (Esperanca, Variancia e Desvio padrao da distribui¢ao Poisson). Se a
varidvel aleatoria Y possui distribui¢ao Poisson expressa em (55), entdo a esperanca
de X € dada por

E[X] =\, (56)

a variancia

Var[X] = A, (57)

e o desvio padrao

ox = VA (58)
O

Demonstracao. A deducgao da esperanca matematica pode ser deduzida da seguinte forma:

Bx] = SN

z!

x=0
_ o0 _
e A\0 e AN

:OXO!+ xl

fazendo y = x — 1, entao,

A variancia pode ser desenvolvida da forma a seguir.
> -\
e A
E[X? = ) 4 ,
x!
=0

-2\ 0 o0 -\
e A e A
+ Z x?

= 0%x

0! — x!
L e
= D 71
r=1 :
Como Var(X) = E[X?] — E*[X], entao,
=\ e
Var(X) = 2 —\?
ar(X) ;x " :
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fazendo y = x — 1, entao,

s e~ M\t
Var(X) = + 1) — )7,
Clr( ) ;(y ) (y+1)|
° e_AA(y'i‘l)
= (y + 2 >\27
; TR
o0 -2
- Y e
y=0 v
e e,
y=0 y=0
e e
= A Y - 3
; y! y=0 v
—E[X]=A =1
= MA+1I-A) =\ (59)

o desvio padrao é dado por

5.1.1 Relacao entre variaveis aleatérias discretas

Teorema 17 (Distribuigdo Binomial e Distribui¢ao Poisson). Mood p. 96-97; Magalhaes
p. 91-92; Ross p.29-30. Prova como teorema em DeGroot p. 291;
wikipedia/Poisson_limit_theorem (6timo).

Exemplo 4 (DeGroot(2014) p. 292). Suponha que uma grande populagdo tenha uma
propor¢ao de 0,01 que uma certa doenca aconteca. Desejamos determinar a probabilidade
de que numa amostra aleatoria de 200 pessoas possa encontrar a0 MENOS 4 PESSOAS cOM
essa doenca. [

Ver Magalhaes p.90-92.

5.2 Distribuicoes especiais para variaveis aleatérias continuas
Definigao 30 (Distribuigdo Normal). Uma varidvel aleatéria X continua, tem distri-
buicao normal se sua funcdo densidade de probabilidade € dada por

2

1 _1(z—p)
f(x) _ =€ ? o2 ,para.  — oo < x < 00, (61)
0 , caso contrdrio,

2

em que 0s parametros i e o satisfazem € R e 0? > 0. [

Algumas propriedade da densidade da normal podem ser facilmente observadas de seu
grafico:
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0.3

f(x)
0.2

0.1

Figura 2: Funcao densidade da distribui¢cao normal.

i) f(z) é simétrica em relagao a f;
ii) f(x) — 0 quando z — £oc;

iii) o valor maximo de z se dar para x = p.

Para verificar se f(x) é uma funcao densidade de probabilidade, temos que mostrar
que:

i) f(x) >0, para todo z € (—00, 00);

i) [7 f(z)de = 1.

Prova:

i) Vamos fazer as seguintes observagoes:

_ 1 .
a constante Tors? > 0;

— todo valor e elevado a um valor negativo, sempre retorna um valor positivo.
Dessa forma, f(x) > 0.

e Para mostrar que A = ffooo f(z)dz = 1, vamos partir do seguinte raciocinio. Se

A =1, entao A% = 1. Assim,
| s
- 1 1eE-p?

A? = AxA,
= / f(z)dz x
/OO L4y x/ d
= e 2 o2 ax e 2 o2 qax.
oo OV 2T —oo OV 2T




(z—p)

<1 <1
A? = /_ \/ﬁe 292dy></_ \/%e 2y2dy.

Mudando uma variavel y de uma das densidades, simplesmente para diferencia-las,
chamando-a de w, temos

<1 12 <1 1,2
A2 = / e 2Y dy x e 2" dw
—oo V2T —oo V21 ’

e_%(y2+w2)dydw.

Fazendo uma mudanca de variavel, y = edy = %dx, entao

o0 oo 1
/oo /oo V22T
Usando a técnica do cdlculo da integral de coordenadas polares, temos

y = rsinf

= wecosb.
Fazendo,
v +w® = r*sin®f+r?cos? 6,
r?(sin® 0 + cos® 0) = r?,

considerando dA = rdrdf, e que o intervalos das varidveis r sendo [0, 00| e 0 sendo
[0, 27], entdao A% pode ser expresso da seguinte forma

A? = e_%’gd@rdr,

L f e

S i R
= / / —e 2" dOrdr,
o Jo 27
1 [ _

A ey [«9]37r dr,

21 J
1 [ 1 [

= — e 2 r(2m)dr — — e lr27‘(0)d7‘,
2m 0 2 0

& 1.2
= / e 2" rdr.
0

Faremos um artificio de multiplicar 1 = (—1) x (—1) na expressao, que nao alterara
o resultado, ou seja,

A? = 1></ e_%TQTdr,
0
— (—1)><(—1)></ e rdr,
0
= (—1)></ (—1)6_%T27“d7“.
0
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Usando mais uma mudanga de varidvel v = —(1/2)r? e du = —rdr, podemos
concluir

A = (=1)x /OO e"du,
= - [eu}goa
— —o-1-=1. (62)

Se A2 = 1, entao A = 1. Assim, fica concluido que a distribuicao normal é uma
funcao densidade de probabilidade.

Teorema 18 (Esperanca, Variancia e Desvio padrao da distribuicdo Normal). Se a

varidvel aleatoria Y possui distribuicdo Normal expressa em (61), entao a esperanca de
X € dada por

E[X] = p, (63)
a variancia
Var[X] = o, (64)
e o desvio padrao
ox = 0. (65)
]

Demonstragcao. A esperancga pode ser deduzida da seguinte forma:

BX) = [ af(a)d

—00

/ x L e_%(%)de,

Lo OV 2T

fazendo uma mudanga de varidvel, y = (x — p)/p = =yo+ pe du = (1/0)dr = dx =

ody, entao
(Yo +p\ _1p
EX| = e 2Y fdy,
] /oo(/wzw) =

oo
Algo interessante acontece com a integral / ye’%dey. Observe graficamente na Figura

o
3. Como A = B, a integral se anula por simetria. Assim,
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o
=
o
N
o
= 2
= O
~
T B
9
2
I | | | | | | |
-6 -4 -2 0 2 4 6
y
Figura 3: Grafico da funcao / ye_%fdy.
—00
E[X] = L/w e~ 3 dy +
o _ooy Y TH,
—_———
=0
= u (66)
A variancia serd deduzida a seguir.
00 1 2
E[X? = / ' o2 (*54) dx,
o OV2T

usando a mudanca de varidvel y = (x — p) /o =z = p+oy e dy = (1/0)dx = dx = ody,
entao

(toy)? i
S e
oo V2T
124 2uoy + o2y 1 e
= / e_i(y) dy
- V2T ’
e e e ,
_ 27 Y —oo V2T Y Y
[e'e) 1 o0 2 [e'e)
/f/ \/ﬁeé(yﬁdy —i—2/m/ Zﬂeé(y)Qdy-l- — yze’%(y)Qdy.

-~ -~

=1 =0

o0
o0
o0

A primeira integral da expressiao de E[X?] é igual a 1 como provado pela expressao (62),
uma distribui¢do normal com parametros p = 0 e o = 1. A segunda integral foi mostrado
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pela Figura 3 que a integral se anula por simetria. Agora a terceira integral pode ser
observado o grafico na Figura 4 mostrando que é uma fungao par (simétrica no eixo y),
A = B, ou seja,

Areca=A+B=A+A=2A4,

/ y26_5y2dy:2/ y2e_%y2dy.
—0o0 0

o] 2
E[X?] = 2+2/ T ey,
[X7] J v y

e portanto,

Assim,

e
o
<
8 o
A
L
o
<
o
I I I I I I I
-6 -4 -2 0 2 4 6
X
> 1.2
Figura 4: Grafico da fungao / yre 2V dy.
—0o0

fazendo uma mudanca de varidvel z = y?/2 = y = /2 e dz = ydy = dy = dz/y,
temos

o] 2
EIX?] = 4 +20° / (V2" -svmp 2
0

e ]
\ 27 vVdz
* 2z dz
E[X? = 2+202/ —e =,
[X7] v N, >

sabendo que 2 = V2 x V2 e z = \/z X /7, entdo

) ) \/§><\/§><\/E><\/_ dz
u+20/ V2 x /T \/§><\/7

= +20/ \/_ e *dz,

— 2t 21/26—%/27

ﬁ

E[X?] =
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A funcao gama é definida por:

Reescrevendo 1/2 = 3/2 — 1, entao

E[XZ] _ ,U2 23/271672d2,

+2a
VT Jo

—r(3/2)

1+ 2%/‘;1“(3/2).

Uma outra propriedade da funcao gama é I'(t + 1) = ¢I'(¢), e um caso particular dessa
propriedade é que I'(1/2) = 2I'(3/2) = /7. Assim,

E[X?] = i+ 2%/'; (\/7%) :

= ,u2 + o2
Como a Var(X) = E[X? — E*X], entao

Var(X) = [p*+ 0% —p® =0>
O desvio padrao é dado por:
ox =Vo?=o0. (67)
]

Definigao 31 (Distribuicdo Gama). Uma varidvel aleatoria X continua, tem distribui¢cdo
normal se sua funcao densidade de probabilidade é dada por

f(x) = { oy (Ae) e para 0 < < oo,

68
0 , caso contrdrio, (68)

em que os parametros r e A satisfazem r >0 e X > 0, e ['(.) € a fun¢do gama definida
por:

L(r) = / tte~tdt, r > 0. (69)
0

]
A fungao gama em (69), apresenta seguintes propriedades:

e I'(r+ 1) =rI'(r) (Integral por partes);
Observe que I'(r+1) = [[7t"e™!dt. Fazendo u = t" = du = rt"*dt e dv = e”'dx =
v=—e"t logo

L(r+1) = (udv)|y° —/ vdu
0
=(t"e ") |3+ / e trt"dt
0

=0+ rI'(r)
=rI'(r).
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e I'(n) = (n—1)!, paran € N*;

e I'(1/2) = /7.

-1 Para provar que a distribuicao Gama é uma funcao de probabilidade, temos que
demostrar os itens:

i) Mostrar que fx(z) > 0;
ii) Mostrar que [ fx(x)dz = 1.

Demonstragao. Para o item (i), como X > 0, os parametros A e r sdo maiores que 0, logo
fx(z) > 0. Para o item (ii) temos que

/ Z fx(z)dx = /0 h ﬁ()\x)’"_le_’\xdx

> )\ 1 —t
[ A ety o
/o oy’ ¢ adh 1=AT)

1 / T
== t"eThdt
I'(r) Jo
r
- FE;; =L (Funcao gama, expressao (69))

]

Teorema 19 (Esperanca, Variancia e Desvio padrao da distribuigdo Gama). Se a varidvel
aleatoria X possui distribuicio Gama expressa em (68), entdo a esperanca de X € dada
por

BIX] = 1, (70)
a variancia ,
Var[X] = beh (71)
e o desvio padrao
ox = % (72)
O]

Demonstracao. Para determinar a esperanca temos

= OO:BL z) e My

:/o e

/ t"e ’t—dx (t = \x)
r+1)

( )

_ i) _
)\F(r) x

(Fungao gama, expressao (69))
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Para a variancia, temos
Var[X] = B[X*] - (E[X])%,

em que

E[X?] :/ wQL(Ax)T_le_)‘xd:U
0

A 1 -
= — Ax) e Ydx
[T ris
1

()\x)(rJrZ)flef)\xdx

1 o 1
/ tr 2=t Z (t = Ax)
0 A

= —— (Fungao gama, expressao (69))

r(r+ 1)(r) _ r(r+ 1)'

Logo,

rir+1) r* r
VarlX| = —— - 5 = —
e o desvio padrao é de imediato a expressao (72). [
Se considerarmos na distribui¢do gama r = /2 e A = 1/2 resulta na distribuigao
qui-quadrado com v graus de liberdade.

Defini¢ao 32 (Distribui¢ao Qui-quadrado). Uma varidvel aleatéria continua X tem dis-
tribuicao qui-quadrado se sua funcgao densidade de probabilidade € definida por:

L (125 e, 2> 0
flz) =< 1(%) () (73)
0, x>0,
com v graus de liberdade, sendo v > 0. 0

Teorema 20 (Esperanca, Variancia e Desvio padrao da distribuigao Qui-quadrado). Se a
varidvel aleatoria X possui distribuicdo Qui-quadrado expressa em (73), entdo a esperanca
de X € dada por

E[X] = v, (74)

a variancia

Var[X] = 2v. (75)

e o desvio padrao

ox = V2. (76)

Demonstracao. Basta usar os resultados do Teorema 19 para r =v/2 e XA = 1/2.
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5.2.1 Distribuicao Qui-quadrado

Seja 2y, Zs, ..., Z,, variaveis aleatérias independentes com distribuicao normal padrao.
Entao podemos definir

XP=Z 422+ 2= Z (77)

tem distribuicao de qui-quadrado com v graus de liberdade.
Uma variavel aleatoria X tem distribuicao qui-quadrado se sua densidade for conside-
rada

flz) = L) (1) : zF e 1> 0, (78)

A esperanca é dada por:
E[X] =, (79)

e a variancia,

Var[X] = 2v. (80)

n —_—
Considerando S? = Y (X — X)?/(n — 1) a variancia amostra e ¢, a variancia popu-
i=1
lacional, entao
(n —1)52

X= "=
0-2

tem distribuicao de qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade.

5.2.2 Distribuicao t de Student

Seja Z uma varidvel aleatéria com distribui¢ao normal padrao N(0,1), e U uma varidvel
aleatéria com distribuicao de qui-quadrado com v graus de liberdade. Considerando que
essas duas variaveis sao independentemente distribuidas, podemos entao definir X sendo,

x -2 (81)

S

tem distribuicao t de Student com v graus de liberdade.
A funcao densidade de X é dada por:

r (%) !

flz) = y —, —o0o<z<o0. (82)
Vol (5) (1+%2)°
A esperanca e a variancia sao respectivamente,
E[X]=0 parav>1, (83)
e
Var(X) = v para v > 2. (84)

vV —
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Agora, seja uma amostra X, Xs,..., X, com distribuicdo normal com média u e
variancia o2, sendo X, a média amostral. Entao definimos

z=-=_1 (85)

com distribuigdo aproximadamente normal padrdao quando n tende ao infinito (TEO-

REMA DO LIMITE CENTRAL). E sendo U = =25 com distribuigio qui-quadrado
com n — 1 graus de liberdade, entao

_ Vn_ Vi (X-mo  (X—p)
52 S o g S 7
o2 o vn NG

tem distribuicao t de Student com n — 1 graus de liberdade.

5.2.3 Distribuicao F

Seja U uma variavel aleatoria com distribuigao de qui-quadrado com m graus de liberdade
e V uma variavel aleatoria com distribuicao de qui-quadrado com n graus de liberdade,
sendo U e V independentes, entao a variavel

_U/m

X ="
V/n’

(86)

tem distribuicao F' com m e n graus de liberdade, cuja funcao densidade de probabilidade
¢ dada por:

I'[(m+n)/2] mym/2 g(m=2)/2
= — I :

(@) = T a2 G 15 (mjmyaemri o= (@), @ >0 (87)

A esperanca é dada por

n
Bx) =" (58)
e a variancia por
2n? —2

Var[x] = 2m+n =2 (89)

m(n —2)%(n —4)

5.2.4 Relacao entre variaveis aleatorias discretas e variaveis aleatdrias continuas

Ver Magalhaes p.100; p. 105; p. 156-157
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