Topico 4: Teoremas Limite
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Seja X uma variavel aleatoria definida no espago de probabilidade (Q), F, P), em
que Q) é o espago amostral, F é a c-adlgebra que contém uma cole¢do de subconjun-
tos de () que pode ser atribuido uma probabilidade P. Trataremos iid uma amostra
aleatéria X1, Xy, ..., X, independente e identicamente distribuida. Denote (X, ),eN
uma sequéncia de varidveis aleatérias X1, X, . . ..

Em se tratando de sequéncia de varidveis aleatdrias, as vezes estamos interessados
no seu limite e a sua convergéncia. Muitas das teorias de probabilidades cléssicas se
baseiam nos teoremas limites, tais como o estudo de estimadores pontuais, intervalos de
confianga, testes de hip6teses. Assim, apresentaremos diversas formas de convergéncia
de interesse na Teoria das Probabilidades.

1 Revisao sobre convergéncia de fun¢des

No material escrito existe a distingdo entre os dois tipos de convergéncia de fungoes:
convergéncia pontual e convergéncia uniforme.

2 Tipos de convergéncia de variaveis aleatorias

Usaremos a notagdo (X, ),cN para definir uma sequéncia de varidveis aleatorias.

Defini¢do 1 (Convergéncia em probabilidade). Uma sequéncia de varidveis aleatérias X,

converge em probabilidade para X, denotado por X, 5 X, se para cada € > 0

JEEOP(|Xn—X| <e)=1, (1)
ou equivalentemente,
lim P(|X, — X| > ) =0. )

Uma condigdo suficiente! para a convergeéncia em probabilidade é a desigualdade
de Chebychev.

IRaciocinio Légico: Considere uma condicional p — > g, dizemos que p é condicao SUFICIENTE para
q, e também dizemos que q é condi¢do NECESSARIA para p. Em uma bicondicional p < — > g, dizemos
que p é condigdo NECESSARIA e SUFICIENTE para q, e vice-versa.



Teorema 1 (Desigualdade de Chebychev). Seja X uma varidvel aleatéria definida no espago
de probabilidade (Q), F, P), com fx(x;.). Considere ainda g(x) uma funcio nio negativa de X.
Entdo para qualquer k > 0,

P(g(x) > k) < E8W, ©)

O

Demonstragio. A prova serd realizada considerando X uma varidvel aleatéria absoluta-
mente continua. Entdo poderemos expressar esperanga de g(x) da seguinte forma:

Elg()] = [ g fx(x)d @

Observe pelo gréfico:
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que E[g(x)] pode ser particionada em

Egl= [ gfxudx+ [ g)fx(x)dx
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Logo,

P(s(x) > k) < LWL ©

como queriamos provar. O

Se a distribuicdo de X for discreta, basta substituir as integrais por somatérios.

Teorema 2. Uma condigio suficiente para X,, — X é que

lim E[(X, — X)?] =0, 7)

n—o00

s s 51 cy: ~ r
isto é, X, converge em média quadritica para X, em notagio X,, — X.
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Demonstracdo. Se
lim E[(X, — X)?] =0, (8)
entao

lim P(|X, — X| > €) = lim P[(X, — X)? > €]

n—00 n—o00
. E[(Xn — X)?] -
< nlgr;o ”62 (Desigualdade de Chebychev)
1 .. ?
< & Jim E[(Xn — X)7]

O

Exemplo 1 (Binomial). Seja uma amostra aleatéria Y1,Y>, ..., Yy, com distribuigdo de Bernoulli(p).
Considere ainda S,, = ;' 1 Y; o niimero de sucessos em n experimentos de sucesso p. Se deno-
tarmos X, = S, /ne X = p, entdo

lim E[(X, — X)?] = lim Var[X,] = lim rA=p) _,, 9)

n—o0 n—o00 n—oo n

De (19) seque que 57” LA p.

Uma importante aplicagdo da convergéncia em probabilidade é a consisténcia de
estimadores.

Definic¢ao 2 (Consisténcia de estimadores). Uma sequéncia de estimadores W,, de uma
fungio paramétrica g(0) é consistente se

W, 5 (). (10)

Uma convergéncia mais forte é a convergéncia quase certa ou convergéncia com

probabilidade 1.

Definic¢ao 3 (Convergéncia quase certa). Uma sequéncia de varidveis aleatérias X, converge

quase certamente para X, denotado X, ﬁ X,separae > 0,

P(nli_r>1;o\Xn—X| <e)=1, (11)

ou equivalentemente
P(nli_r>rolo\Xn—X| >¢e) =0. (12)
O

Para elucidar o préximo Teorema, Magalhéaes (2006, p. 301) define a convergéncia
quase certa de uma outra forma.



Definicdo 4 (Convergéncia quase certa). Uma sequéncia de varidveis aleatérias Xy, definida
no espago de probabilidade (Q), F, P), tem convergéncia quase certa, se existir um conjunto
A€ Ftalque P(A) =0e

X, 5 Xem A, quando n — oo. (13)
[

Isto implica que para w € A, X, (w) B x (w) quando n — oo. Fora do conjunto A€,
nada se pode afirmar. Nao quer dizer que para w € A X, / X(w) quando n — . O

que apenas se sabe é a convergéncia da sequéncia X, * Xno conjunto A
X,(®)
X, (@)
X
(@) \/ € _Jo

X(w)

Teorema 3. Seja uma sequéncia de varidveis aleatérias X, definida no espago de probabilidade
(Q, F, P). Entdo X, B X se e somente se, para todo € > 0,

P(|Xy—X|<eVk>n) — 1 (14)

n—00

]

Demonstragio. Considere A = {w : X, (w) RN X(w)} e P(A°) = 1e By = =uit :
| X, (t) — X(t)| < €}. A sequéncia de eventos (B,),cN é ndo-decrescente, uma vez que
X, 5 X. Se denotarmos B = Us—1Bn e que B C A€, logo P(B) = 1. Como B, — B
quando n — oo, entdo P(nh_r>n B,) = P(B) = 1, que é equivalente a expressado (14). [

Comparando (1) com (11) e (14) percebemos uma diferenca crucial. Convergéncia
em probabilidade é uma afirmacdo sobre um tnico X, isto é quando n é suficien-
temente grande, X, é muito provével que se aproxime de X. Em contrapartida, a
convergéncia quase certa é uma afirmacdo simultanea sobre uma sequéncia, quando
n é suficientemente grande, é muito provavel que todos os elementos da sequéncia
X, Xu+1, Xnt2, - . ., se aproximem de X. A convergéncia quase certa é uma convergéncia
pontual. J4 a convergéncia em probabilidade apenas afirma que para valores grandes
de n, as varidveis X, e X sdo aproximadamente iguais com alta probabilidade.

Evans e Rosenthal (2010) redefinem a convergéncia quase certa da seguinte forma:
para algum e, existird um valor N, tal que | X, — X| < € para todo n > N,. O valor
de N, variara dependendo dos valores desencadeados da sequéncia {X,, — X}. Jd a
convergéncia em probabilidade apenas afirma que a distribuicdo de probabilidade
Xu — X se concentra sobre 0 quando n cresce, e ndo que os valores individuais de
X — X irdo necessariamente todos estar proximo de zero.

A ilustracdo gréfica dessas duas convergéncias podem ser vistas em Micheaux e
Liquet (2008).
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Figure 2: Seeing convergence in probability with M = 10 fictitious realizations. For n = 1000, p, = 2/10 since we can
see two sample paths lying outside the band [—¢, +€] in the bar at position 1000. For n = 2000, p,, = 1/10 since we can

see one sample path lying outside the band [—¢, +e| in the bar at position 2000.

Convergéncia em probabilidade
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Figure 4: Seeing almost sure convergence with M = 10 fictitious realizations. For n = 1000, &, = 3/10 since we can see
3 sample paths (a, ¢, d) lying oulside the band [—e, +¢] in the block beginning at position 1000. For n = 2000, a, = 2/10

since we can see 2 sample paths (a, c) lying outside the band [—e,+¢] in the block beginning al position 2000.

Convergéncia quase certa
Defini¢do 5 (Convergéncia em Distribuicdo). Seja (X, )n,eN uma sequéncia de varidveis
aleatérias com fungdo de distribuicio Fx, (x). Considere ainda uma outra varidvel aleatéria X

com Fx(x). Entdo X, converge em distribuicio para X, denotado por X, LN X, se para todo
ponto x em que F é continua, tivermos

lim F,(x) = F(x). (15)

n—oo

]

4 d . . A N T ~
E importante notar que X,, — X implica em convergéncia em distribui¢do de func¢do
e ndo de variaveis aleatdrias.



2.1 Relagdes entre os tipos de convergéncia

Teorema 4 (X, Lx=x 5 X). Seja uma sequéncia de varidveis aleatérias X, e X
definidas no espaco de probabilidade (Q), F, P). Se X, % X entio X, 5 X. O

Demonstracdo. [

Mostrar com um exemplo que o contrario ndo é verdade!

Teorema 5 (X, 5 X = X, LN X). Seja uma sequéncia de varidveis aleatorias X, e X
definidas no espaco de probabilidade (Q), F, P). Se X, b X entao X, S X. O

Demonstracdo. No material escrito! 0

Teorema 6 (X, 4 X, b c). Seja uma sequéncia de varidveis aleatérias X,, definidas
no espago de probabilidade (Q), F, P) e ¢ uma constante tal que ¢ € R. Se X, 9 ¢ entdo
Xy £> c. [

Um importante Teorema que relaciona dois tipos de convergéncia é o Teorema de
Slutsky.

Teorema 7 (Teorema de Slutsky). Se X, i X em distribuigio e Yy, L a, uma constante, em
probabilidade, entio

a) YnX, i> aX em distribuicio;

b) X, +Y, i> X + a em distribuicdo.

Demonstragio. A prova estd demonstrada na apostila [REGO,LC].Notas de aula do
curso - probabilidade 4. 2010, pag. 51-53; MAGALHAES (2006, p. 319-320) O

3 Fungao caracteristica

Defini¢do 6 (Funcao Caracteristica). Seja X uma varidvel aleatéria definida no espago de
probabilidade (Q), F, P). Entdo a fungio caracteristica, denotada por ¢x, é definida por

¢x(t) = E[¢"X] = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)], (16)

emquei=+/—1. O]

A grande vantagem da funcdo caracteristica é que além de sempre existir, pois
¢x(0) = 1e|px| <1, elapode gerar os momentos de uma variavel aleatéria X, como
também determina a funcdo de distribui¢do da varidvel aleatéria X. Por exemplo, se X
tem esperanca E[X], os momentos de X podem ser expressos por ¢ (0) = i“E[X1)].



4 Lei dos Grandes Numeros

Teorema 8 (Lei Fraca dos Grandes Numeros (LFRGN)). Seja (X,)neN uma sequéncia
de varidveis aleatdrias, independente e identicamente distribuidas (iid), definidas no espago de
probabilidade (Q, F, P), tal que E[X] = e Var[X] = 0 < oo. Entdo, para cada € > 0,

. 7 o < —
nlgI(}oP(]Xn u <e)=1, (17)
isto é, X, = Y_I' 1 X;/n converge em probabilidade para y, denotada por X, LA 1. O

Demonstragio. Podemos afirmar que:
P(|Xy —ul <e)+P(|Xy—u| >¢€)=1. (18)

Usando o Teorema 1, temos

PRy~ pl > ) = Pl(X — )2 > ¢ < FLEZ ]

> 2
& ;—622. (19)
Substituindo (18) em (19), temos
i} o?
PR —pl <€) 21— . (20)
Tomando n — oo em (20), logo
—4 0'2
Jim D%yl <02 fim (175
=1,
provando o Teorema. O

Teorema 9 (Lei Forte dos Grandes Numeros (LFOGN)). Seja (X,),eN uma sequéncia
de varidveis aleatérias, independente e identicamente distribuidas (iid), definidas no espago de
probabilidade (Q, F, P), tal que E[X] = e Var[X] = 0 < oo. Entdo, para cada € > 0,

. <7 - < —
P(lim [X, —p| <€) =1, (21)
isto é, X, = Y.I' 1 X;/n converge em quase certamente para u, denotada por X, RN U. [

5 Teorema Central do Limite

Teorema 10 (Teorema do Limite Central (TLC)). Seja (X,),eN uma sequéncia de varidveis
aleatdrias, independente e identicamente distribuidas (iid) definidas no espago de probabilidade
(Q, F,P), tal que E[X] = p e 0 < Var[X] = 0 < oo. Entdo

X, —
Zy = M 4 Z~N(0,1), (22)
sendo X, a média amostral. Assim, dizemos que Z,, converge em distribuicio para Z. O

7



Demonstragdo. Seja,

- ) IGELXZd) Vi (%) i

X— ~ (s el . .
sendo Y; = Ty Como a funcdo caracteristica de uma soma de variaveis aleatérias
independentes é igual ao produto das fun¢des caracteristicas das varidveis aleatérias,

tem-se

n ltYl

- ity Y ity; n ity
7 (t) = Ele"“"| = E |e Vv» =E evir| = | |E |ev"
Pz,
i=1 i=1

Usando ainda o fato que as varidveis aleatérias sdo identicamente distribuidas, temos

i tYl‘

97, (1) = qE | = antorviny

Fazendo uma aproximacado usando a expansao em série de Taylor de segunda ordem
em torno de 0 e usando o fato que ¢ (0) = i“E[X?], entao,

2
oy (t) = @y (0) + —¢y(0) + oy T »}(0), Casella, port. 215

sendo piy = 1e o = 1. Assim,
12
py(t) = 1——. (23)
Tomando o limite n — o0 em (23), temos

. . t*
lim ¢y(f) ~ lim (1 — %) .

n—oo n—o00

2 2
Fazendo — £ = % =n —]%, logo

1\ ks 0\ ?
lim (14 = = |[lim (14 =
k—o0 k k—o0 k

que € a funcdo caracteristica da distribui¢do normal padrdo, o que prova o Teorema. [

6 Aplicacoes

6.1 Aplica¢des de LFRGN

Consisténcia...



6.2 Aplicacdes da LFOGN

Simula¢do Monte Carlo

6.3 Aplica¢des do TLC

Aproximacao de distribuigdo, Intervalos de confianga e testes de hipdteses



