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Descricao sobre o ponto - Estimacdo de parametros: Método dos momentos, Método

da maxima verossimilhanca, método do minimos quadrados; Teorema de Rao-Blackwell;
Estatisticas suficientes e completas; Teorema de Lehman-Scheffé; Informacao de
Fisher: Desigualdade de Cramer-Rao; Propriedades assintéticas: eficiéncia, consisténcia
e normalidade assintética.

1 Conceitos iniciais

Assumimos X, X, ..., X;; uma amostra aleatéria com funcao densidade de probabili-
dade (fdp) ou fungdo de probabilidade (fp) fx(x;0), em que a forma de fx(x;0) é co-
nhecida, mas o pardmetro 6 é desconhecido. Considere o termo amostra aleatéria como
um conjunto de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (iid).
Ainda podemos assumir que 6 pode ser um vetor de pardmetros 6 = [01,0,,..., 6]
Considere O o espaco paramétrico, denotando o conjunto dos possiveis valores que o
parametro 0 pode assumir.

O objetivo é encontrar fun¢des da amostra X, X», . .., X, para serem usadas como
estimadores de 0,j=12,..., k. Ou mais geral, nosso objetivo sera tentar encontrar
estimadores de certas funcoes, ditas 71(0), ©2(0), ..., 7(0) de 8 = [01,0,,...,6]. O
ramo da estatistica do qual buscamos essas fungdes da amostra é a inferéncia estatistica.

Definicao 1 (Inferéncia estatistica). Seja uma amostra aleatéria Xy, Xy, ..., X, com fungio
densidade de probabilidade (fdp) ou fungio de probabilidade (fp) fx(x;60), em que o pardmetro
8 € © é desconhecido. Chamamos de inferéncia estatistica o problema que consiste em especificar
um ou mais valores para 6, baseado em um conjunto de valores observados x1,x3,...,x, de
X1, Xa, ..., Xn.

Definigao 2 (Estatistica). Seja uma amostra aleatéria X1, Xz, ..., Xy, com fdp ou fp fx(x;0),
com 6 € © em que O é o espago paramétrico. Entdo qualquer fungio do tipo T = t(Xq, Xo, ..., Xn)
que nio depende de 0 é chamado de estatistica. O

Algumas estatisticas conhecidas sao: X, S?, Xy, Xy Xy — X1y, X/S2. Entdo a
afirmacdo “...ndo depender de 6...”, significa que 6X ndo é uma estatistica. Entretanto,
as estatisticas tém distribui¢des que podem depender do parametro 6 desconhecido.

Defini¢ao 3 (Estimador). Qualquer estatistica cujos valores sdo usados para estimar T(0), em
que T(.) é alguma fungdo do parametro 0, é definida ser um estimador de T(0). O
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Um estimador é sempre uma estatistica que é uma fungdo de uma amostra aleatéria
e que portanto, também é uma variavel aleatéria. Usaremos como notagio @ para
representar um estimador de 6, ou mais geral, (91, 0, ..., ék) é um vetor de estimadores
de (91, 92, Cen ,Gk).

Nesse material dissertaremos sobre diversos métodos para encontrar estimado-
res que tém sido propostos. Apresentaremos trés métodos: método dos momentos,
método da méxima verossimilhanca e método dos minimos quadrados. Posteriormente,
mostraremos algumas propriedade desses estimadores e a forma de avalia-los.

2 Métodos para encontrar estimadores

2.1 Meétodo dos momentos

Definicao 4 (Momentos amostrais). Seja uma amostra aleatéria X1, Xy, ..., X, com fdp
ou fp fx(x;0), com 0 = [01,0,,...,0¢] € O em que ® é o espaco paramétrico. O k-ésimo
momento amostral, denotado por My, é definido por

n
M=) X}, M)
i=1
e 0 k-ésimo momento amostral em torno da média amostral X, denotado por M, é definido por
M= (X X)E @)
n

]

Defini¢ao 5 (Momentos populacionais). Seja uma amostra aleatéria X1, Xy, ..., Xy com
fdp ou fp fx(x;0), com 0 = [61,0,...,0¢] € © em que © é 0 espago paramétrico. O k-ésimo
momento populacional, denotado por yy, é definido por

me = E[XY], (3)

e 0 k-ésimo momento populacional em torno da média populacional y = E[X], denotado por y,,
é definido por

e = E[(X — ). (4)
]

Geralmente i ou ;. é uma fungdo conhecida e fungdo dos k parametros 61, 6,, . . ., 6.
Portanto, poderiamos reescrever jy = 1y (61,02, ...,0¢) e pp = (61,02, - .., 6k).

Defini¢ao 6 (Método dos momentos). O método dos momentos consiste em igualar (1) e (3)
ou (2) e (4), isto é,

Mj:}lj(él,éz,...,ék), paraj:1,2,...,k, (5)
ou

M]{:y;(él,éz,...,ék), paraj=1,2,...,k, (6)

e obter a solugdo para as k equagdes. Diremos que 01,0,,..., 9k sdo os estimadores de 61,60, . .., 0;
pelo método dos momentos. O



Exemplo 1. Seja uma amostra aleatéria X1, Xa, . . ., Xy, de uma normal com média p e varidncia
2

02. Denote (61,6,) = u,c?. Estimando os pardmetros u e o pelo método dos momentos,
igualamos

1 S
M1=EZX1'=X=}¢1=E[X]:P‘

i=1

X =u.
Igualando o sequndo momento usando (2) e (4), temos
1& - R
My ==Y (Xi—X)?=py = E[(X—p)’] =07

i=1

Assim, os estimadores de y e 0% pelo método dos momentos sio fi = X e 62 = 1y | (X; —
X)2. O
Exemplo 2. Seja uma amostra aleatéria Xy, Xy, ..., X, de uma distribuicdo Poisson com
pardmetro A. Hd somente um pardmetro, entdo hd somente uma equagdo, que é

1 _
M1:EZXZ~:X:M:E[X]:A
i=1
X = A

Entdo o estimador de A pelo método dos momentos é A = X. O
Exemplo 3. Seja uma amostra aleatéria X1, Xy, . .., Xy, de uma distribuigdo exponencial com
densidade fx(x;0) = fe=0% I(0,00) (x). O estimador pelo método dos momentos é

1 & J 1

"=
1
5

Assim, 0= % O

X

2.2 Método da maxima verossimilhancga

Definic¢ao 7 (Funcdo de verossimilhanga). Seja uma amostra aleatéria X1, Xp, ..., X, com
fdp ou fp conjunta fx(x;6), com 6 € © em que © é o espago paramétrico. Considere ainda
X1,X2,..., Xy a realizagdo da amostra aleatoria X1, Xy, ..., Xy, entdo a fungio de verossimi-
lhanga é definida por

L(6;x1,x2,...,%,) = L(6;x) = fx(x;0) = ﬁfx(xi;G). (7)
i=1

O

Definicao 8 (Método da maxima verossimilhanga). Seja uma fungio de verossimilhanga
L(6;x1,x2,...,%,) para uma amostra aleatéria X1, Xa, ..., X,. Entdo o método da mixima
verossimilhanga é a forma de encontrar um 6= O(x1,x2,...,Xxn), uma fungio das observagdes
X1,X2,...,Xn, que é o valor estimado de 6 € © que maximiza L(6; x1,xy, ...,X,). Dizemos que
(= (X1, Xo, ..., Xy) éo estimador de mdxima verossimilhanga de 6. O
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Para maximizar L(6; xq,xp, ..., X,), tomamos a sua derivada em relagdo a 6, igua-
lamos a zero e resolvemos o sistema para obtencdo de 0 = ¥(Xy, Xy, ..., X;). Posteri-
ormente, devemos identificar se a segunda derivada de L(6; x1, x, ..., X,) é negativa
para saber se 8 é um ponto de méximo. Muitas vezes esse processo torna-se complicado.
Uma solugdo é usar a fungdo de Log-verossimilhanga.

Defini¢dao 9 (Func¢do de Log-verossimilhancga). Se L(6; x1,x2, ..., X,), expressdo (7), é a
fungdo de verossimilhanga, entdo

1(6;x) =1(6;x) =log L(6;x), (8)
é a fungio de log-verossimilhanga, para x = [x1,X2, ..., %] O

Como a fungédo logaritmo é monétona crescente, entdo [(6; x) e L(6; x) levam ao
mesmo méaximo de 6. Se denotarmos h(0) = L(60;x) e g(y) = log(y), temos

0= Zo(gon(e) =g/ e e =3 &

logo as raizes dessa expressdo sdo as mesmas que h'(6) = 0. Assim, como é mais facil
fazer manipulacdes algébricas com a funcdo logaritmo, o problema antes intratavel,
agora pode ser resolvido.

Considerando um caso geral, 8 = [01,0,, ...,0;], para determinar o estimador de
méxima verossimilhanga usando a func¢do de log-verossimilhanga, temos que usar a
funcéo escore dada por U(6) com componentes dados por

al(6; x)
20,

u;(6) = =0,j=12,...,k )
Neste caso as condi¢gdes de segunda ordem para garantir que a solugdo da fungdo
escore seja um ponto de maximo referem-se a matriz hessiana H da fun¢do de log-
verossimilhanga, isto é, a condicdo é de que a matriz

0%1(6; x)
=2 10
06006’ ) (10)
0=0
seja negativa definida, z’Hz < 0, Vz # 0, sendo cada elemento de H dado por
0%1(6; x)

Exemplo 4 (Verossimilhanca perfilhada, Bolfarine p 47). Seja uma amostra aleatdria
X1, X2, ..., Xy de uma normal com média y e varidncia o2. Vamos determinar os estimadores
desses pammetros pelo método de mdxima verossimilhanga, denotando 8 = (u,0?). A fungio de
log-verossimilhanga pode ser dada por:

(x 14)
1(6;x) = log ( )
Ziil (xifﬂ)z
= log 202

:E B i:1(xi_ﬂ)2
2 log 271(72 202 '
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Tomando-se as primeiras derivadas, temos

0 Y (x;— 1
0= @l(}/l;xloz) = %
Isolando fi seque que
oL Xi g
===—=X
K n
Derivando 1(0?; x, u) com relagio a o2, temos
_ 9 o oy 2mnd? i (xi — )
0=32l0 i) =~y 2(62)2
202 2(62)2
Isolando ¢ avaliado em fi segue que
52 — L (xi — f1)?
" .

Para verificar se fi e &2 sido os estimadores de mdxima verossimilhanca, calculemos a matriz H,

2 2
_(Gx)| (—f’?l(ﬂ; x) af?l(ﬂ;x)
- / 0 . o .
8989 0—d WZ(B,X) 8(02)21(6,36)

Calculando as sequndas derivadas

—n
a—]ﬂl(e,x) = ) < 0,
F o Y-
J ) n Y (i — f)?
a(az)zl(e'x) ~ 2(62)2 (62)3
_on no?
2([72)2 (@-2)3
. n n
o 2((}2 2 ({72)2
" <0
2(@-2)2

Logo, i e % sdo os estimadores de maxima verossimilhanca.

Exemplo 5. Seja uma amostra aleatéria X1, Xo, . . ., Xy de uma normal com média p e varidncia
1. Observe que fi = X é o estimador de mdxima verossimilhanga de . Ver exemplo anterior.

5



Podemos também obter o estimador de maxima verossimilhanga para uma de fdp
ou fp que pertencem a familia exponencial.

Defini¢dao 10 (Familia Exponencial). Uma familia de fdp ou fp fx(x;0) pertence a familia
exponencial se:

I) Caso uniparamétrico (0):
fx(x;0) = a(6)b(x) exp{c(6)d(x)} (12)

II) Caso multiparamétrico 8 = (64,...,0,), p < k:

k
fx(x;0) = a(0)b(x) exp {Z cj(ﬂ)dj(x)} , (13)
j=1
em que a e d sdo fungoes de 0, ¢ e b fungdo de x que ndo dependem de 6. O

Exemplo 6. Se fx(x;0) = fe=% Lio,0)(x), entio fx(x;0) pertence a familia exponencial, pois
a(0) =0, b(x) = I(g)(x), c(0) = —0 e d(x) = x. Observe que poderiamos reparametrizar a
expressio (12) e dizer que fx(x;0) poderia ser membro da familia exponencial se

b(x)

fx(x;0) = 20 exp{c(6)d(x)}, (14)

de modo que a(0) = 1/6 pela nova reparametrizagdo. Assim, queremos mostrar que diversas
formas de reparametrizagdo podem ser realizadas para membros da familia exponencial.

2.21 Método da maxima verossimilhanca para a familia exponencial

Reparametrizando (13) para o caso multiparamétrico, temos

b k

fx(x;0) = aEg; exp {]g cj(e)dj(x)} . (15)
Sabemos que (15) é uma fdp ou fp. Considerando para o caso continuo, temos que

/fx(x; 0)dx =1

b k
/ % exp {g cj(ﬂ)dj(x)} dx =1
k
a(6) = / b(x) exp {Z cj(e)dj(x)} dx.  (16)
j=1

Assim a(0) funciona como uma constante de normalizag¢do. A func¢do de verossimilhanga
(15) é dada por:

n n k n
L(0:%) = [ fxlw0) = i exp {;wn Zd;-(x)} . 17)
i= j=

i=1



Aplicando o logaritmo em (17), temos

n k n
1(6;x) = Z{log[b(xi)] —nlogla(6)] + Z{c]-(ﬂ) ;dj(x). (18)
1= = 1=

Para determinar o estimador de maxima verossimilhanca de 8 devemos maximizar (18).
Para isso, usaremos a funcao escore U(6) = 0, Expresséao (9), em que suas componentes
sdo dadas por

X n k
0= U;(6) = % - (aa—gja(e)) Ly (aa_:ff(e)> Si(x), j=1,...,k (19)

j j=1

sendo S;(x) = Y./ 1 d;(x). Entretanto a expressio (19) geralmente sao nao lineares e tém
que ser resolvidas numericamente por processos iterativos do tipo Newton-Raphson.
O método de Newton, também chamado de método Newton-Raphson, devido a
Isaac Newton e Joseph Raphson, tem por objetivo encontrar aproximagdes para as raizes
de uma fungao real, ou seja,
x: f(x)=0.

Pode-se deduzir o algoritmo do método Newton-Raphson, baseado na Figura 1.

yA

v

Figura 1: Forma geométrica do método Newton-Raphson

Suponha f : [4,b] — R é uma fung¢do diferencidvel definida no intervalo [, ] com
valores nos reais R. A férmula para a convergéncia pode ser facilmente encontrada,
pois a derivada da fung¢do f no ponto x; é igual a tangente do angulo a entre a reta
tangente e a curva no ponto x;. Usando a relacdo sobre o tridngulo retangulo, tem-se:

fx) = tan() = 2,
fx) =0

7
X — Xk4+1

em que f’ é a derivada da funcdo f. Assim, com uma simples algebra, pode-se derivar

Xei :xk—;((i’i), k=0,1,2,.... (20)




Comecando o processo com um valor arbitrdrio inicial xp, em que quanto mais perto esse
ponto for da raiz da fung¢do, mais rdpido serd a convergéncia da itera¢do, considerando
f'(x0) # 0. O valor da estimativa inicial (x) deve ser um ponto no qual a fungao tenha
o mesmo sinal de sua derivada segunda.

Assim, para determinarmos a solugdo do sistema de equag¢des em (19), usaremos

a versdo multivariada do método em (20), isto é, x;,1 = é(mﬂ), Xp = é(m), flxg) =
UO)™ e f/(x) = WM (§) = LUON _ gm) Agsim,

0006’
sendo 9(m+1) e @(m) os vetores de parametros estimados nos passos m e m + 1.

Se considerarmos a matriz de informagéo observada de Fisher dada por I1(6)! =
921(B;x) 021(0;x)

—~5g0g~ com elementos — 36,90, entdo (21) pode ser reescrito como
8" — 8™ 4 (10m (g))-1L1(8)m), (22)

Quando as derivadas parciais de segunda ordem sdo avaliadas facilmente, o método
Newton-Raphson é bastante atil. Quando ha problemas na inversa da matriz Hes-

siana, pode-se utilizar a matriz de informagédo esperada de Fisher dada por Z(6) =

9%1(6; . . . - . . . . ~
—E [ﬁ} . Assim, ao invés de utilizar a matriz hessiana ou a matriz de informacéo

observada de Fisher, segue

6t = ") 1 [z m) gy Lur() (™. (23)
)

Os processos (21), (22) e (23) se encerram quando |@<m+1 — é(m)| < €, emquec€é

especificado arbitrariamente.

2.2.2 Método da maxima verossimilhanca para a familia exponencial

Se considerarmos em (13) que c(0) = 0, isto é, é um pardmetro natural, entdo poderemos
encontrar o estimador de maxima verossimilhanca de 6 em fungdo das estatisticas
suficientes. Segue que

b(x) -
fx(x;0) = exp Z 0;d;(x) o . (24)
a(0) =1
Sabemos que (24) é uma fdp ou fp. Considerando para o caso continuo, temos que

/fx(x; 0)dx =1
X k
/%exp {Zdoj(x)} dx =1

k
a(0) = /b(x) exp {21 doj(x)} dx. (25)
j=

1As condigdes de regularidade referem-se a verossimilhanca ser derivavel em todo o espago pa-
ramétrico e a troca dos sinais de derivagdo e integragdo.
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Assim a(6) funciona como uma constante de normalizac¢do. A fungdo de verossimilhanga
(15) é dada por:

n n (

k
L(;x) =[] fx(x;;0) = %{;)@exp{Eijdj(xi)}. (26)
=

i=1 i=1
Aplicando o logaritmo em (77), temos

k

1(6;x) = élog[b(xi)] —nlogla(8)] + ) 6, idj(xi). (27)

j=1 " i=1

Para obtermos o estimador de maxima verossimilhanca usamos a fungao escore.
Assim,

_ 0l(6;x) n

0 & .
0=1U(6) %, = ~a(0) (8_(9]-a(6)> +i_21dj(xi), i=12,...,k (28)

Observe que, sob condi¢des de regularidade?, temos

n 0 n 0
0] (8_9ja(6)) = ~a(0) <a—9]/b(x) exp{‘

= —nE[d;(x)]. (29)

Aplicando (29) em (28), logo

E[d;(x)] = S Ry (30)

em que Sj(x) = YL, d;(x;) é a j-ésima estatistica suficiente. Nao deve ser surpresa
que o resultado envolve as observa¢des somente via estatistica suficiente. Isso dar um
significado operacional para a suficiéncia: para a proposta de estimar os parametros
usamos somente a estatistica suficiente. Para distribui¢des em que d;(x) = x, que inclui
a distribui¢do de Bernoulli, distribuicdo de Poisson e a distribui¢do multinomial, o
resultado (29) mostra que a média amostral é o estimador para a média.
n

Como a segunda derivada de (27) é negativa, entdo o estimador Z’Zle’(x')

ponto de maximo.

de 9]- tem

2As condigoes de regularidade referem-se a verossimilhanca ser derivavel em todo o espago pa-
ramétrico e a troca dos sinais de derivacdo e integracao.



2.3 Método dos minimos quadrados

O método dos minimos quadrados consiste em estimar parametros de um modelo de
regressao, expresso por

Y=X0+¢g (31)

em que Y é um vetor de dimensdes n x 1 da varidvel aleatéria Y; X é a matriz de
dimensdes n x p’ conhecida do delineamento, assumindo que n > p’ e que X é de posto
completo p’, sendo p’ = p +1; 6 é o vetor de pardmetros de dimenséo p’ x 1; € é o vetor
de dimensdes n x 1 dos erros aleatérios. Assim, estes podem ser expressos da seguinte
forma:

Y; 1 Xi1 X1 ... le ﬁo
Y, 1 Xy Xpp ... X
anl - .2 7 Z,(nxp/ - . .21 .22 . zp 7 Qp/xl — ﬁ.l e
Yn ]. an an o« e an ﬁp
€1
€2
Enx1 = .
En

As pressuposic¢des para esse modelo sdo:

1. E[g] = 0, sendo 0 um vetor de zeros de dimensédo n x 1, ou equivalentemente
ElY] = X6

2. covlg] = I0?, sendo I uma matriz identidade de dimensdo n x 1, ou equivalente-
mente cov[Y] = I0?;
3. covle;, ¢j] = 0 para todo i # j, ou equivalentemente, cov[Y;, Y;] = 0.

Teorema 1 (Método de minimos quadrados de 6). Se Y = X0 +¢, em que X é n x p’ de
posto p' < n, entdo o valor de § = [Bo, B1, . - - ,Bp]’ que minimiza €'e é iqual a

= (X'x)X'Y. (32)
Assim, 0 é conhecido como estimador de minimos quadrados de 6. O
Demonstragio. Podemos escrever ¢'¢ como
de= (Y—X0)(Y—X0)
Y'Y —2Y'X0 +0'X'X6.
Para encontrarmos que minimiza ¢’¢, calculamos a diferencial €'e em relagéo a 6:

de'e , ,
5 = 0-2X'Y+2X'X0.

Igualando a zero, obtemos o sistema de equag¢des normais:
X'X0=X'Y

(33)

Como X tem posto completo, X’'X é ndo singular e portanto invertivel. Assim, a solu¢do
(33) é (32). O
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Obviamente, que ¢ é um ponto de minimo, pois

aes

T =2X'X > 0.

Exemplo 7. Seja um modelo de regressio linear simples do tipo Y; = Bo + B1X; + €; para
i=1,2,...,n. De modo matricial, temos

Yl 1 X1 €1
Yz 1 Xz &
= . { Po ] +

: p1
Y, 1 X, &n

Os termos matriciais podem ser expressos:

tY; 1 nox2  _yno_x.
X’Y:{ i=1 } X'X { i=1 4% i=1 1}:>
- =1 Xi¥i xH~ n L XF— (D X2 L - B X n
9:[/30} 1 {2”1X22”Y Ty X X }
~ p1 ”Z 1X2 ( ?zlxi)z X 1X21 1Y—1—nz 1XY
Assim, os estimadores de minimos quadrados podem ser dados por
Bl __ Yia Xixi Yi+nyi, XY, 1
n i X — (T Xi)? n
XYY,
o1 XY - == == spxy
. o (DL X)?  SOX
i=1“% n
" XYY - : XY, n
Bo = 5 . X —
”Zz 1X —( i=1 Xi) n

ny XAV Y —n Y XY XY
n2yn Xz—n( " X;)?
n Yy XP Yy Vi Y Vi X2+ 2 V(D Xg)E = n T X Y XY
nzz”le—n( 1X)

Yiln Y X2 — (U Xi)? + i Yi(U, Xi)2 —n g Xi Uy XiY;
n2y; 1X2—”( i1X)

o Yi[n ) 1X2 ( i:IXI)] i1 Yi(X X;)? —n)ig Xi i XY,

a [”Z?:1X1~2 (Xitq Xi)?] ”22- 1 X7 —n(X X)?

_ Li= Yi[”Z?:lxiz_( ?:1Xi)2]_|_ im1 Yi(Xii, Xi) —n )il XiYi XZ
W[ Ly X~ (T X0 TE X - (L X0 "
im1Yi  — R Y Xi) +n ¥l XiY v Liz Xi
n nyiy X7 — (X X;)? n

:Y—’BlX.
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3 Propriedade dos estimadores

Apos apresentar alguns métodos de estimacdo pontual de pardmetros, nos perguntamos,
qual dos estimadores de 6 é o melhor? Sabemos que muitos desses métodos, apresentam
os mesmos estimadores para um determinado parametro, ver Exemplo 1 e Exemplo 4.
Outros apresentam resultados completamente diferentes.

Assim, precisamos de algum critério que possa nos informar qual dos estimadores é
o que melhor estima 6.

Para uma amostra aleatéria Xy, Xy, ..., X, com fdp ou fp fx(x;60), fx(x;0), com
6 € © em que O é o espago paramétrico, poderiamos obter uma escolha inicial do
melhor estimador T = (X1, Xp, ..., X,) de T(0) com base na seguinte Definigdo,

Defini¢do 11 (Estimador ndo-viesado). Um estimador T = t(X1, Xy, ..., Xn) é definido um
estimador ndo-viesado de T(6) se e somente se

Eg[T] = E[t(X1, X2, ..., Xn)] = T(0),V0 € O. (34)
O

Entretanto, existe uma classe muito grande de estimadores ndo viesados. Uma outra
Defini¢do é baseado no principio da suficéncia.

Definicao 12 (Estatistica suficiente). Seja X1, Xy, ..., Xy uma amostra aleatéria com fdp ou
fr fx(x;0),com @ € ©, sendo ® o espaco paramétrico. Uma estatistica S = s(Xq1, Xy, ..., Xn) é
suficiente se e somente se, a distribuigio condicional de X1, Xp, ..., X, dado S = s(xq,x2, ..., Xn)
ndo depende de 6. O

O principio da suficiéncia diz que se S é uma estatistica suficiente para 6, entdo
qualquer inferéncia sobre 6 deverd depender da amostra Xj, Xy, ..., X, somente pelo
valorde S = s(X1, Xp, ..., Xy)-

Exemplo 8. Material escrito... (Exemplo da Binomial)

Determinar uma estatistica suficiente pela Defini¢do 12 ndo é nada facil. Mas, observe
a seguinte afirmac¢do da Defini¢do 12 em niveis probabilisticos, sendo uma amostra
X = (X1,Xp,...,X,) com fdp ou fp fx(x;6) sendo S = s(X31, X, ..., Xy) = s(x) uma
estatistica suficiente

x,5(x);0
fxisx)(x[s(x1, ..., xn);0) = fX’S;:()}f)(;(e)) ) _ h(x),

isto é, h(x) é o resultado da distribui¢do de X dado S(x) que ndo depende de 6, mas
da amostra. Percebendo fx s(x)(¥ s(x);0) = fx(x;0), poderiamos entdo expressar a
distribuigdo conjunta de Xj, Xy, ..., X, da seguinte forma:

fx(%;0) = fs(x)(x;0)h(x).
Dai, poderemos obter uma estatistica suficiente facilmente.

Teorema 2 (Critério de fatoracdo de Neyman-Fisher - estatistica suficiente simples). Seja
uma amostra aleatéria X1, X, . .., X com fdp ou fp fx(x;0), com 0 € @ em que ® é o espago

12



paramétrico e 6 pode ser um vetor. Entdo a estatistica S = s(X1, Xp, . .., Xn) é suficiente se e
somente se a fdp ou fp conjunta de Xy, Xy, ..., Xy, fatorar como

le,Xz,...,Xn (xlr X2, .- -/xnr HfX xll — h xl/ X2, .. -rxn)ge(s(xll X2, .. -rxn);e)/
(35)
em que h(.) é uma fungio nio negativa que nio depende de 6 e gy(.) uma funcio nio negativa
que depende de X1, Xp, ..., Xy através de S = s(X1, Xa, ..., Xy). O

Demonstragio. Vamos provar para o caso discreto. Suponha que S = s(Xy,Xp,...,Xy) é
uma estatistica suficiente. A escolha para gp(s(x1,x2,...,xn) = Po(S = s(x1,x2,...,%n))
eh(xy,x2,...,%,) = P((X1, Xo, ..., Xn) = (x1,%2,...,%x1)|S = s(x1,x2,...,Xn)) que ndo
depende de 6. Assim, denotando X = X;, X»,..., X, e x = x1, X2, ..., X, temos

fx(x;0) = Py(X = x)
=DP(X =x e S(X) =s(x)).

o

( Isso sempre ocorre quando usamos uma estatistica é suficiente. Pense num
experimento de Bernoulli em que temos uma amostra de trés elementos e o
resultado é:

X=(X3=0X=1,X3=1).
Considere que S(X) = Z?:l X; = 2 é uma estatistica suficiente. Entdo diversos

arranjos Xj, Xp, X3 sdo possiveis para que S = 2,

X;=1,X=0,Xs=1=S=2

X;=0,X,=1,X3=1=8§=2
X1=1,X=1,X3=0=5=2

Com esse exemplo, percebemos entdo que {X = x} = {X = x} N {S(X) =

\S(x)} y,

Dessa forma,

fx(x:0) = Po(X = x e S(X) = S(s))
_ P((X) — (9)/5(X) = s())BA(S(X) = s(x))  (Suicéncia
— (x)ga(s(x)).

Agora, assumimos que a fatoracdo (35) existe. Vamos provar agora que P((X) =
(x)|S(X) = s(x)) ndo depende de 6. Temos,

P((X) = (3)]5(X) = s(x)) = PQ(XPGZ S )

_ P(X=x)

Py(S(X) = s(x))
__Nx)ge(s(x)) uma vez que é safisfeito
SRS —sx)) (Ve que (39) ésafisfeito)

13



Portanto,

P((X) = (x)|S(X) =s(x)) = Pelzgz))g;(i(x)y)c )

(x)
h(x)go(s(x))

h(x)go(s(x))
{w:S(X)=s(x)}

h(x)

Y,  h)

{x:5(X)=s(x)}

como a propor¢do ndo depende de 6, S(X) é uma estatistica suficiente para 6. Prova
concluida. O

14



Teorema 3 (Critério de fatoracdo de Neyman-Fisher - estatisticas suficientes conjun-
tas). Seja uma amostra aleatéria Xy, Xy, ..., Xn com fdp ou fp fx(x;0), com 8 € © em
que © ¢é o espago paramétrico e 0 = [01,0,,...,0,4|". Entdo um conjunto de estatisticas
Si= sj(Xl, Xp,...,Xn), ] =1,2,...,k, é conjuntamente suficientes se e somente se a fdp ou
fp conjunta de Xy, X, ..., X, fatorar como

fo xi;0) = h(x)ge(s1(%), ..., sk(x);0), (36)

em que h(.) é uma fungdo ndo negativa que nio depende de 0 e gg(.) uma fungio nio negativa
que depende de X1, X, ..., Xy através de S; = sj(Xl, Xy, ..., Xn)ed <k O

Algo interessante é que o numero de estatisticas suficientes ndo corresponde ao
numero de parametros necessariamente. Assim, se considerarmos 6 = (61,6, ...,0;),
com d < k, sendo 51(X), S51(X),...,S5x(X), entdo o namero de estatisticas conjun-
tamente suficientes é no minimo igual ao nimero de parametros. (Exemplo 5.2.15,
Casella, port. p.251).

O critério de fatoracdo pode ser estendido para uma classe de distribui¢des da
familia exponencial.

Teorema 4 (Estatistica suficiente para a familia exponencial). Seja uma amostra aleatéria
X1, Xp, ..., Xy com fdp ou fp fx(x;0) pertencente a familia exponencial, com 0 € © em que
© ¢ o0 espago paramétrico e 6 pode ser um vetor. Entio a estatistica S = s(X1, Xo, ..., Xy) é
suficiente se e somente se a fdp ou fp conjunta de Xy, X, ..., Xy fatorar como:

I) Caso uniparamétrico:

=

b

&

|

[

—~~

)

S—r
.

=

S

—~

£
I—l

o

b

ge)
/—’H

o) ot |
i=1
= h(x)ge(s(x);0), (37)

em que a e d sdo funcdes de 8, ¢ e b funcdo de X que ndo dependem de 6, sendo S =
Y1 d(X;) é um estatistica suficiente;

II) Caso multiparamétrico:

6) = f{mxi; 6) = a"(6)

k n
Hb(xl)] exp {Zlc]((-)) Zd](xl)} ; (38)
j=

i=1 i=1

em que a e d sdo fungdes de 6, ¢ e b fungdo de X que nio dependem de 6, sendo Sy = Y ;' 1 d1(x;),
Sy = Y1 qda(x;), ..., Sk = Y11 di(x;) um conjunto de estatisticas suficientes. N
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Demonstragdo. Para o caso uniparamétrico, temos
ﬁfx(xi;G) =a"(0) [Iﬁ b(xi)] exp {c(@) id(xi)}
~ TTo) exp{nlog[a(@)]}exp{c<e> fd(»ci)}

i=

= ﬁb(xi) exp{ id ) + nloga (9)]}

= ﬁb(xi) exp {c(0)S(x) + nloga(0)]}

sendo h(x) = [T, b(x)], go(s(x)) = exp {c(6)S(x) + nlogla(8)]} e S(x) = T, d(x).
Pelo critério de fatoragdo, Teorema 2, S(x) = Y/’ ; d(x;) é uma estatistica suficiente.
Para o caso multiparamétrico, temos

[Tfx(x:0) =0 [ﬁb(xi ] exp {Zc] 0))_ di(x,) }

n

} L ;
= [ Te0x) exp{nlog[a(@)]}exp{ch(ﬂ)Zdj(xi)}

I
1
=
oyl
—~
A
SN~—
]
X
o
—
1~
O
—~
D
~—r
2)
~
—~
=
N~—
_I_
=
—_
o
e,
X
—~
=]
=
——

sendo hi(x) = [[T;2q b(x:)], go(s1(%), ..., sk(x)) e S(x) = Tilq d(x;) = exp {Z;(:l cj(0)S;(x) +

nlogla(0)]}, sendo S; = Y1 1 d1(x;), So = Y 1 da(xi), ..., S = Y14 dk(x;) um con-
junto de estatisticas suficientes, pelo critério de fatoracao, Teorema 3. O

Se S = s(Xy, Xy, ..., X,) é uma estatistica suficiente, existe uma fungéo k(.) e uma
estatistica T tal que S = h(T'), em que T ndo pode conter menos informacao de 6 que S,
sendo que T também é uma estatistica suficiente. Além disso S fornece um maior grau
de compreensdo dos dados do que T, a menos que & seja uma fungdo 1-a-1, nesse caso S
e T sdo equivalentes.

Exemplo 9. Seja X1, Xa, ..., X, iid N(u, (72). A densidade conjunta é

n

fx(x>=(2mz>”/2exp{ st e %ﬂz}- 39)

i=1

2

Pelo Teorema da fatoragio S = (Y x;, Yr_1 x?) é equivalente a S' = (X,S?), em que

X=Y",Xi/neS*=(n—-1)"1y" (X; - X)2 O

16



Exemplo 10. Seja X1, Xo, ..., Xy, iid N(0,0?). Entdo as estatisticas

S1(X) = (X1, Xa,...,Xy)

SH(X) = (X3,X3,...,X2)
S3(X)=(Xi+X3+...+ Xz, Xopiq + ...+ X2)
S4X)=X3+X3+...+ X2,

sdo todas suficientes para 0. S; fornece um grau de compreensio dos dados a medida que i
cresce. 0

E natural se perguntar, dado que S é uma estatistica suficiente que condensa os
dados sem perder a informacdo do parametro, existe algum S que condense os dados
mais do que qualquer outra estatistica suficiente?

Definicao 13 (Estatistica suficiente minima). Uma estatistica suficiente S é minima se para
qualquer estatistica suficiente S’ existe uma fungio h tal que S = h(S'). O

Essas informacdes sobre a estatistica suficiente serdo extremamente importante na
sequéncia, pois a partir dela, iremos obter melhores estimadores.

Definic¢ao 14 (Estimador Ndo Viesado de Varidncia Minima Uniformemente (UNVVMU)).
Seja uma amostra aleatéria Xq1,Xp,..., X, com fdp ou fp fx(x;60). Um estimador W =
w(Xq,Xy,...) de T(0) é definido como um estimador nio viesado de varidncia minima unifor-
memente se

i) Eg[W] = 1(0);
ii) Varg[W] < Varg[W*|, para qualquer outro estimador nio viesado W*.

O grande problema na classe dos estimadores nado viesados de 7(6), é saber o que
tem menor varidncia. Entretanto, o Teorema a seguir mostra que existe um limite
inferior para a varidncia dos estimadores. Assim, se um estimador atinge esse limite, ele
é o melhor estimador de varidncia minima uniformente de 7(6). Assumiremos a prova
para o proximo Teorema para o caso continuo. A desigualdade de Cramer-Rao também
se aplica para o caso de varidveis aleatérias discretas. Neste caso, consideraremos
f(x]0) a fungdo de probabilidade ao invés da fun¢do densidade e, observamos que
basta substituir a integral pelo somatério. Apesar da func¢do de probabilidade nédo ser
diferencidvel em x, ela 0 é em 6.

Teorema 5. (Desigualdade de Cramér-Rao) Seja X1, ..., X,, uma amostra aleatéria com fdp
f(x|0),esejaW (X) =W (Xy, ..., Xn) qualquer estimador que satisfaca

d%Eg W (X)] = /X % (W (x) f (x|8)] dx, sendo X o suporte de X, (40)
Varg [W (X)] < oo.
Entdo
4 2
Vary [W (X)] > (#Fa 7 (X)) (41)

Eo | (%1085 (X16))"]
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Demonstragio. A prova desse Teorema é elegantemente simples e utiliza aplicacdo da
desigualdade de Cauchy-Schwarz. Considere duas varidveis aleatérias X e Y continuas,

[COV (X, Y)]* < Var [X] Var[Y] (42)
rearranjando a expressdo (42), podemos obter um limite inferior para a variancia de X
dado por
COV (X, Y))?
Var [Y]
A chave desse Teorema segue da escolha de X como sendo o estimador W (X) e Y como

sendo a quantidade 2 log f (X |0) e aplicando na desigualdade (43).
Primeiro, note que

(43)

Var [X] > [

d d
dGEQ[W :d_(/ /W X1, .-, X fxl (xl,...,xn|9)dx1,...,dxn)
—/ /W X1, 0., X deXl x, (X1, ..., %, |0)dxq, ..., dxy,

_/ /W [dgfx |9)1ggxlg;dx1,...,dxn

Lfx (X[0)
fx (X10)

= B [ W () 2105 (5 (X[0))|

= By |W(X)

o qual sugere uma covariancia entre W (X) e % log (fx (X|0)). Para isso ser uma
covaridncia, é necessario subtrair o produto dos valores esperados, isto &,

Covg | W (X) 7 1o (x (X[0)) | = Ea | W () 55 los (fx (X )]

~ Ea W (X)) o | 75108 (x (X[0))|.

Entretanto, observe que

[or = [T 5B pax= [T Lo (7 ) £ (x)
—ﬂ;mvuﬂ

como f (x; 0) é fdp,

/°° ;9 (x; 0) dx :/"" Mf(x; G)dx:/oo [%log(f(x 9))}f(x 0) dx
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ainda, note que

/°° ;9 (x; H)dx—de/ flx; G)dx—;e(l)zo

logo, a v.a. 4 log (f (X; 0)) tem média zero, para qualquer que seja o pardmetro 6.
Portanto COV [W (X), % log (fx (X6 ))] é igual a esperanga do produto, logo

COV [ W (X), 510 (5 (X16))| = Eo [ W (X) 75108 (5 (X[6) | = 5Ea (W ()]

deo
(44)
Também, uma vez que Eg [Y = 4 log (fx (X |6))] = 0. Sabendo que Var [Y] = E [Y?] —
(E [Y])? temos
d d )

Vary | 9510g (fx (X[0))| = Eq | ( 108 (fx (X[6)) 5)
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz juntamente com 44 e 45, obtemos

2
(&E0 W (%))

Eo | (4 los (fx (x1))) |

provando o teorema. O

Varg [W (X)] >

A prova do Teorema 5 foi demonstrado para o caso continuo, sendo que para o caso
discreto a prova € anédloga. Se adicionarmos a suposi¢do de amostras independentes,
entdo o cdlculo do limite inferior é simplificado. A esperanca no denominador da
expressdo 41 recai a cdlculos univariados, conforme sera mostrado no coroldrio a seguir.

Corolario 1. (Caso iid para a Desigualdade de Cramér-Rao) Se as suposicos do Teorema
5 sdo satisfeitas e considerando agora que X1, . .., Xy sdo iid (independentes e identicamente
distribuidas) com pdf f (x |0), entdo

(40 W 001)°

ua | (#5105 (7 (x160)) |

Demonstragdo. Precisamos mostrar apenas que

= nE, [(d%log (fx <X|e>>)2]

Usando o fato de a amostra Xj, ..., X, ser independente, temos que

B tog (fx,, . x, (X1, -+, Xai 0)) = ;9 tog (T, £ (X;: 9))

- = ;108 (F (X5 6))

Varg [W (X)] >

(46)

2 [(je l0g 5 (X19)))

19



elevando ambos os membros ao quadrado

d 2 d
70198 Ui, (60, X )| = | 53 log (£ (X 6)

note que a passagem da primeira expressdo para a segunda se deve ao fato de aparecer
somas de termos quadraticos e somas de termos com produtos cruzados. Aplicando a
esperanga em ambos os lados temos que

2
H;G log (fx,, .. %, (X1, -, Xu; 9))] ] = Eq “diz f(X;;0)

=1

n d 2
= Ep [Z Lze log (f (Xi; 9))] + 2Eq

d
L y 5108 (f (Xi; 0) =5 log (f (X;; 0))

i<j

Y E nglog<f<xi;9>>]2_+22E9{ log (£ (X )| o | 5108 (f (; )]

1<J

Note que da expressdo acima o produto das esperancgas é zero, uma vez que as
n 2
varidveis aleatdrias i e j sdo independentes. Note ainda que o termo ), E H% log (f (X; 0))} }
i=1

nada mais é do que a soma da esperanga de uma mesma variavel aleatéria. Portanto,

2 H;e log (f (X; 9))]2] = nE, H 105 (£ (X; e>>ﬂ

tinalizando a prova do corolério. O

A cota de Cramér-Rao foi apresentada para varidveis continuas, mas também é
aplicada a variaveis aleatdrias discretas.

2
A quantidade 7 (0) = Ey “% log (f (X; 9))} } é chamada de matriz de informagdo de

Fisher ou niimero de informagio de Fisher da amostra. Essa terminologia reflete o fato de
que o numero de informacdo fornece um limite para a varidncia do melhor estimador
ndo viesado de 6. Conforme o nimero de informagdo se torna maior e temos mais
informagdo sobre 6, temos um menor limite para a varidncia do melhor estimador ndo
viesado.

Teorema 6. Seja Xy, ..., X, uma amostra com fdp f (x|0), e seja W (X) = W (Xy, ..., Xn)
qualquer estimador que satisfaca

ddH Eg [W (X)] = /X % [W (x) f (x|0)]dx, sendo X o suporte de X, (47)
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Varg [W (X)] < oo.

E, [(%long(Xm))Z] _ Kaaez 10ng(><|9))}

Demonstragio. Considere a funcdo I’(x;0) = %log f(x;0) = J}E 9)) Entdo

Entdo

o [ f 0 = [ Gf(x0)dx = [ Fxi0)dx = 0.

\,_/

o [f(x0)dx = [ & f(x;0)dx = agz/f

. 892 Ing(x 0) = aﬁ [J}((x? )] foB) f(8) ~[f'(f)]> _ f'(x6) [ (x;0)]2.

0) f(x6)]* f(x:0)

Assim,

_EQ[(aa—;logf(Xif)))} = /(
_ /(

(x;0)] )f(x;@)dx,

= /f x;0) dx+/( log f(x;6 >2f(x;9)dx,

- ] (Gnsion)]

2
a logf(x 9)} )f(x;@)dx,

(48)

]

A desigualdade de Cramér-Rao é muito ttil na comparagdo do desempenho de
estimadores. Para uma fungdo diferenciavel 7 (), temos agora um limite inferior da
variania de qualquer estimador W, tal que Eg [W] = 7 (6). A cota depende apenas de
T(0) e f(x|0) e é uma cota inferior uniforme sobre a varidncia. Qualquer estimador
candidato satisfazendo Eg [W] = 7 (0) e alcangando esse limite inferior é o melhor

estimador ndo viesado de 7 ().

Uma forma mais simples da desigualdade de Cramér-Rao é se o estimador W for
uma identidade, ou seja, se Eg [W] = T (0) = 6. Nesse caso a expressdo do Corolério 1

se reduz a
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Varg W (X)] > —(© (6)°

Vv

nEs | (4 10g (fx (x16)))

que fica apenas em termos da fdp de X.
Para o entendimento do Teorema Rao-Blackwell, vamos relembrar sobre a esperanca
condicional de Y dado X = x.

Teorema 7. Sejam (X,Y) duas varidveis aleatérias bidimensionais em (Q), F, P), entio

E[g(Y)] = E[E[g(Y)[X]] (49)
e em particular
E[Y] = E[E[Y|X]]. (50)
O
Demonstracdo.
EIER(Y) X)) = ER(X)) = [ hix)fx(v)dx
> wE[g(Yn ] fx(x)d

(W) frix(ylx)dy | fx(x)dx

—00

/ 80) Frix (v1x) fx (x)
/.

[l
88 88

I
m\\\\\

. oog y) fx,y(x,y)dydx
J-

= E[g(Y)
Para o outro resultado, basta substituir g(Y) por Y. O
Definicao 15. A varidncia de 'Y dado X = x é definida por
Var[Y|X = x] = E[Y?|X = x] — (E[Y|X = x])% (51)
O]
Teorema 8. Var[Y] = E[Var[Y|X]] + Var[E[Y|X]]. O

Demonstragdo.
E[Var[Y|X]] = E[E[Y?|X]] — E[(E[Y|X])’]
= E[Y?] - E[(E[Y|X])’]
= Var[Y] + (E[Y])* — E[(E[Y|X])?]
= Var[Y] + (E[E[Y|X]])* - E[(E[Y|X])?]
= Var[Y] — Var[E[Y|X]].



Com base em uma estatistica suficiente podemos encontrar um UNVVMU pelo
seguinte Teorema,

Teorema 9 (Rao-Blackwell). Seja X1, X, ..., Xy, uma amostra aleatdria com fungdo densidade
de probabilidade (fdp) ou fungio de probabilidade (fp) fx(x;0). Considere T = t(Xq, Xo, ..., Xn)
um estimador ndo viesado de T(0) e S = s(X1, Xo, . .., Xy) uma estatistica suficiente. Se defi-
nirmos

¢(s) = Eq[T]S], (52)
entdo
a) Egl¢p(s)] = 7(6);
b) Varg[¢(s)] < Varg[T].
Isto é, ¢(s) é um ENVVMU. O
Demonstracdo. a) Por (49), temos
©(6) = E[T] = E[E[T[S]] = E[¢(#)]-
b) Pelo Teorema 8§, temos
Var|T] = E[Var|T|S|| + Var[E[T|S]| = E[Var[T|S|| + Var[p(t)] > Var[¢p(t)].
[l
A questdo surge agora é se temos Eg[¢] = T(6) e ¢ é baseado em uma estatistica
suficiente, como saber se ¢ é o melhor estimador nédo viesado de 7(0)? Naturalmente,
se ¢ atinge o limite inferior de Cramer-Rao, entdo é o melhor estimador, mas se ndo
atinge, o que podemos concluir? Por exemplo, se ¢* = E[T*|S] é um outro estimador

ndo viesado de 7(0), como ¢* se compara a $? O Teorema a seguir mostra que um
melhor estimador nao viesado é tnico.

Teorema 10. Se W é o melhor estimador nio viesado de T(0), entdo W é tinico. O

Demonstragio. Feito em Casella, port. p. 306 e complemento na p. 156; no material de
Devanil - Inf I 2015-2016. O

Entretanto, como saber quando um estimador ndo viesado é o melhor dentre os
estimadores ndo viesados de 7(0)? Suponha que W satisfaga Eg[W] = 7(0) e temos um
outro estimador U tal que Ey[U] = 0 para todo 6, isto é, U é um estimador nio viesado
de 0. Entao,

¢o = W +all, (53)

em que a é uma constante, satisfaz Eg[¢,] = T(0). E possivel que ¢, seja melhor que W?
A variancia ¢, é

Varg[pa] = Varg[W + all] = Varg[W] + 2aCovg[W, U] + a*Var,[U]. (54)

Agora, para algum 6 = 6y assuma que Covg,[W,U| < 0, entdo podemos tornar
2aCovg[W, U] + a*Varg[U] < 0 escolhendo a € (0, —2aCovy[W, U]/ Varg,[U]). Deste
modo, ¢, serd melhor que W em 6 = 6y, e W ndo podera ser o melhor estimador ndo
viesado. Da mesma forma acontecera para Couvg, [W, U] > 0 (Ver Casella, p. 307, 156;
Magalhaes p. 257). A unica situacdo em que W é o melhor estimador é a condig¢do
Covg,[W, U] = 0. Assim, a relacdo de W com estimadores néo viesados de 0 é crucial
para determinar se W serd o melhor estimador de 7(0).
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Teorema 11. Seja X1, Xy, ..., X,, uma amostra aleatéria com fungdo densidade de probabilidade
(fdp) ou fungio de probabilidade (fp) fx(x;0) e uma estatistica W = w(Xy, Xp, ..., Xy). Wéo
melhor estimador ndo viesado de T(6) se e somente se W ndo estiver correlacionado com todos os
estimadores de 0 nio viesados. O

Demonstragido. Feita em Casella, port. p. 307. O
Para contornar esse problema, vamos definir uma estatistica completa.

Definicao 16 (Estatistica completa). Seja X1, X», ..., X, uma amostra aleatéria com fungio
densidade de probabilidade (fdp) ou funcio de probabilidade (fp) fx(x;0) e uma estatistica
T =t(X1,X2, ..., Xn). Uma familia de fr(t;0) de T é completa se e somente Eg[g(T)] =00
que implica Py(g(T) = 0) = 1 para todo 6, em que ¢(T) é uma estatistica. Assim, a estatistica
T é completa se e somente se a sua familia de densidades for completa. O

A estatistica completa elimina o problema em (53), pois ndo poderd haver nenhum
estimador U de 7(0) relacionado com W tal que Ey[U] = 0, mas apenas as situagdes tal
que U* = 0 em que Eg[U*] = 0 com Py[U* = 0] = 1. Isto &, s6 poderd haver estimadores
ndo viesados de 0 se esse estimador for 0. Dessa forma se tivermos uma estatistica
completa W que é um estimador néo viesado de 7(0), W nunca estard relacionado com
estimadores iguais a U, e dai ndo teremos problema para afirmar se W é um melhor
estimador ndo viesado de 7(0).

Com a introdugdo de uma estatistica completa, poderemos apresentar o Teorema de
Lehmann-Scheffé.

Teorema 12 (Lehmann-Scheffé). Seja X1, X, ..., X, uma amostra aleatéria com fungio
densidade de probabilidade (fdp) ou fungio de probabilidade (fp) fx(x;0). Se S = s(X1, Xa,
..., Xy) é uma estatistica suficiente e completa e T = t(Xq,Xo, ..., Xn) um estimador nio
viesado de T(0), entdo

¢(s) = E[T|S], (55)
é o tinico ENVVMU de t(0).

Demonstragio. (Prova 1). Assuma que S seja uma estatistica suficiente e completa, e ¢(s)
um estimador ndo viesado de 7(0), entdo pelo Teorema 9 sabemos que ¢(s) é o melhor
estimador ndo viesado de 7(0), e a partir do Teorema 10 sabemos que ¢(s) é tnico.

(Prova 2) Poderemos provar esse Teorema sem mencionar o Teorema 10, mas sim-
plesmente com a Defini¢do 16. Seja ¢*(s) = ¢(S) tal que Eg[¢p*(s)] = 7(0). Entdo
Eg[@(s) — ¢*(s)] = 0 para todo 6. Pela completicidade temos que Py(¢(s) — ¢*(s) =
0) =1= Py(¢(s) = ¢*(s)) = 1 para todo 6, haverd somente um tinico estimador de 6
que é fungdo de S. Pelo Teorema 9, Varg[¢(s)] < Varglep*(s)], ¢(s) ¢ ENVVMU. O

A afirmacdo que ¢(s) é o tnico ENVVMU de 7(0) pode ser redundante, pois o
Teorema 10 mostra que se ¢(s) € ENVVMU, é tnico. Entretanto, tentamos enfatizar o
fato de que o estimador ¢(s) ndo terd problemas do tipo encontrado em (53).

Em muitas situa¢des ndo havera candidato 6bvio para um estimador ndo viesado de
7(0), muito menos um candidato para melhor estimador ndo viesado. Entretanto, com
a presenca da completude, o Teorema 12 nos diz que pudermos encontrar um estimador
nao viesado de 6, poderemos encontrar o melhor estimador ndo viesado.
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4 Propriedade dos estimadores de maxima verossimilhanca

Poderemos observar a seguir algumas propriedades interessantes dos estimadores de
maxima verossimilhanca.

Teorema 13 (Principio da invaridncia). Material Antigo...

4.1 Propriedades assintéticas

Veremos na sequéncia que as vezes é possivel encontrar uma sequéncia de estimado-
res Wy, (X1, Xa,..., Xu) que assintoticamente tem distribui¢do normal com média 6 e
variancia ¢2(0), em que 02 () indica que a varidncia é uma fungdo de 6 e do tamanho
da amostra n. Em particular, temos os estimadores de méxima verossimilhanga (EMV),
denotado por 0, (X1, X3, ..., Xn), que apresentam essa propriedade.

4.1.1 Revisao de alguns Teoremas tteis

Teorema 14 (Lei Fraca dos Grandes Ntumeros). Seja (X,),eN uma sequéncia de varidveis
aleatérias, independente e identicamente distribuidas (iid), tal que E[X] = e Var[X] = 0% <
oo, definidas no espago de probabilidade (Q), F, P). Entdo, para cada € > 0,

lim P(|X; —p[ <e) =1, (56)
isto é, X, = Y_I' 1 X;/n converge em probabilidade para y, denotada por X, LA 1. O

Teorema 15 (Teorema do Limite Central (TLC)). Seja (X,),eN uma sequéncia de varidveis
aleatdrias, independente e identicamente distribuidas (iid), definidas no espago de probabilidade
(Q, F,P), tal que E[X] = p e 0 < Var[X] = 0 < oo. Entdo

X, —
al= M 94 7z~ N(@0,1), (57)
sendo X, a média amostral. Assim, dizemos que Z,, converge em distribuicio para Z. O

Teorema 16 (Teorema de Slutsky). Se X, i X em distribuicdo e Yy, L a, uma constante,
em probabilidade, entdo

a) Yu X, i> aX em distribuicio;
b) X, +Y, i> X + a em distribuicdo.

4.1.2 Eficiéncia, consisténcia e normalidade assintética

Teorema 17 (Eficiéncia e consisténcia assintoética dosAEMV). Seja uma amostra aleatoria
X1, Xy, ..., Xy did com fp ou fdp fx(x;0). Supondo que 6 denote o EMV de 6 e que T(6) seja
uma fungio continua de 6, sob condicoes de reqularidade de fx(x;0), entio

ValT(9) — 7(6)] S N(0,02(6)), (58)
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em que o2(0) é o limite inferior da cota de Cramér-Rao, dado por:

03(0) = %T(Q))Z 2T
Eg {(%bgfx(x;@)) }

Dizemos que T(0) é um estimador consistente e assintoticamente eficiente de T(6). O

Demonstraciio. Vamos fazer a prova considerando o EMV f e X uma v.a. continua. Consi-
derando que ¢(6; X1, Xa, ..., Xn) = LI log fx(X;; 0) é a fungdo log de verossimilhanga,
denote ¢/ (0, X) a primeira derivada da fun¢do log verossimilhanca com relagdo a 6. Ex-
panda essa derivada em torno do verdadeiro valor do parametro 6, denotado por 6,
isto é,

0(0,X) = 1'(60,X) + (0 —6p)¢" (60, X). (59)
Agora, substitua o EMV 2 para 6. Como ¢’ (9, X) =0, entdo

A (60, X)

(0 —0o) = (60, X) (60)

Pré-multiplicando /7 em (60), em ambos os lados, temos

, —0'(6, X)
\/%(9 - 90) = \/Em
_ iy~ (6, X)
~ OV (60, X)
_ (V)2 (60, X)
v (6, X)
n —l(6p,X)
~ /076, X)

_ —ﬁe'(eo,X)

10 (6o, X)
—=0' (6o, X)

\f
= X 62
10760 X) ©2

(61)
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Usando primeiro a expressdo do numerador de (61), temos que

E [%e'(eo,x)} -

E [/ (60, X)]

a n
E % Z ngX(Xi}OO)
=1

E ;ﬁ log fx(Xi; o)

Bl %\H%\H

{% log fx (Xi; 90)}

%\

[ai log fx(Xi; 90)}

ai og(fx( tIIQO))fX(fz,Oo)dxl)

(
( 39/ x (i 00 fX(ti;Qo)dxi>
(/

%\
M: .\_I\M: ] M:

~.
Il
—_

fX t1/90

ti; 9() dx,)

=

XBQfX

o - 9~
1=

I
—_

l

z 0
izzl a—OO/Xfx(ti,Qo)dxi =0. (63)

=1

Sl

A variancia pode ser expressa da seguinte forma:
Var [Le’(e X)] ~E _(ie’(e X))z_ - (E {Lz’(e X)] )2
\/ﬁ 0, TN \/ﬁ 0s ﬁ 0,

_E _(%e’(eo,x))z
E [(5’(60,X))2]

E [(az log L(60; X ))2] . (64)

2 2
Existe um resultado para amostras iid que E {(8%0 log L(GO;X)> ] =nE {(%logfx(}(; 90)) 1

Sl I
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Ver Casella (2001, port. p.300-301) e no material escrito de inf II. Assim,

s [Jseo)] - e (Fasscsn)

2
=E [(az log fx(X; 90)) ] (65)
1
= 22(60) (©0)

Pelo Teorema Central do limite, temos que

L¢80, X) -0

N d
1/04(6o)

— N(0,1), (67)

ou

%z’(eo, x) 4 N(0,1/02(8)). (68)

Se considerarmos o denominador de (61), temos

1 9 82 n
—Ef (90,X) = 892 Zlogfx Xl,g())

(69)

2 .z o
Observe que a% log fx(Xj;00) pode ser encarada como uma variavel aleatéria. Se

denotarmos 2 892 log fx(Xi;00) =Y;, entdo

L 70)

i=1

_E [(a%ologueo;x))z

Portanto, pelo Teorema de Slutsky, item (a), como

_ _g// 90’

:|>—\

Pela Lei Fraca dos Grandes ntimeros,

2 1

- Y

log fx (Xi; 60) 73 (60)

. J
_y
e [an

—%z"(eo,x) ,

1
ﬁg’(eo,x) % N(0,1/02(6p)),
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entdo considerando que W ~ N(0,1/02(6p)), logo

\/Lﬁgl(e()/ X)

1400, X)

d o

= o2 (60)W. (72)

Dessa forma, 02 (6p)W também tem distribui¢do normal com parametros

Eloy (60)W] = 03 (60) E[W] = 0,

2 4 03(90) 2
Varlo;(60)W] = o, (00) Var[W] = > = 05(6p),
isto &, 02(0g)W ~ N(0,02(6p)). Logo,

V(6 — 69) S N(0,02(60)),
provando o Teorema. O

Exemplo 11 (Normalidade e consisténcia assintética). O Teorema 17 mostra que estimadores
EMV t(0) de T(0) sdo assintoticamente normal, e por consequéncia eficientes. Ainda mais, a
normalidade assintotica implica em consisténcia. Suponha que

Vn

em que Z ~ N(0,1). Aplicando o Teorema de Slutsky, temos

(. Wo—p\d . (o, _
o= () ()t () 7=
n(e) 4y
% -

W —
n—H i> Z em distribuigdo,

deste modo, W, — u — 0 converge em distribuicdo. e o Teorema (Casella, port. pag. 211)
mostra que a convergéncia em distribuicdo para uma constantel implica em convergéncia em

probabilidade. Logo, Wy, LN u, isto é, Wy, é um estimador consistente. O

Como ¢2(#) depende de 6, uma aproximacdo (Método Delta) para a varidncia pode
ser expresso por

(%T(9)>2 lo—0

— 73)
Eo | (%108L6:3))" | o

03 (010) = 03(9) ~

em que L(60;X) = L(6; X1, Xa,..., Xn) =T fx(X;;0) é a fungdo de verossimilhanga.
A quantidade,

Eo [(%log L(G;X))2] (74)
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é conhecida como ntimero de informacao ou informacao de Fisher. Uma outra forma de
apresentar (74) é

Eq [(aag log L(6; X)>2] = —E, [aa; log L(6; X)] (75)

Considerando uma amostra iid, a expressao (74) pode ser dada por

Ey [(aae log L(6; X))2] — nE, [(aag log fx(X; 9))2] 76)

A prova desses resultados estd no material escrito de Inf II. Na pratica,

4.2 Aplicacoes

Com essas informacdes, poderemos agora construir intervalos de confianga para grandes
amostras. Usando a aproximacgdo em (73), temos

\/E[T(é) _ T(Q)] i N(O,l), (77)
a2(6)

pois, pelo Teorema 17 sabemos que /n[t(8) — 7(8)] LN N(0,02(9)). Pelo mesmo
Teorema, sabemos que os estimadores de EMV sdo consistentes assintoticamente, e
ainda sabendo pelo principio da invariancia (Mood, 1974, p. 284; Casela, 2001, port
p. 285) que se # é um EMV de 6, entdo 02(0) também é um EMV de ¢2(6). Logo,

o2(9) LA 02(8). Assim, pelo Teorema de Slutsky fica provado a convergéncia em

distribuicao de (77).
Assim, um intervalo de confianga aproximado é

7(0) — 02(0) <1(0) < 1(0) +z

sendo zg o quantil superior 100(a/2)% com distribui¢do normal padréao.

o2(6), (78)

N
NI=
NIR

Exemplo 12 (Intervalos de confianga para grandes amostras). Seja uma amostra aleatoria
X1, X2, ..., Xy de uma populagio com distribui¢do de Bernoulli(p). Construa um intervalo de
confianga aproximado para p. Sabemos que o estimador EMV de p é p, = X (Casella, port. p.
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283). Para calcular o2(p), usaremos a aproximagio de (73), isto é,

2
(&7(P)) " Ip=ps
_ >
E, (%logL(p;XD | p=p4
1
— 5
E, (%logL(p;X)> | p=p,
1
77 1og L(p; X) =,

Q

M, para detalhes ver Inf 1 (Lucas, p. 46)

Q

Assim, um intervalo de confianga com base em (77) é

; pu(1 = Pn) 5 pn(1 = Pn)
Pn—zg\| T SPSPatzg (79)
sendo zg o quantil superior 100(a/2)% com distribuicdo normal padrio.

Exemplo 13 (Testes binomiais para grandes amostras). Seja uma amostra aleatéria Xi, Xo,
..., Xy de uma populagdo com distribuicdo de Bernoulli(p). Obtenha um teste de hipétese para
Ho : p < poversus Hy : p > po, para 0 < po < 1. Se tivermos quaisquer estatisticas We V e
um pardmetros 6 de modo que a medida que n — oo,

W—-0

v 4N (0,1), Ver detalhes, Casella, port. p. 440 (80)
conhecido como teste de Wald. Assim, considerando W = pp, eV = (72( Pn) €0 = po sob Hy,
_ _Pn—po

o teste de Wald para grandes amostras rejeita Ho se Z, > zy, sendo Z, = P

,624 €60

quantil superior 100a% de uma distribuicdo normal.
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