Tépico 6 - Estimagdo por intervalos:
Conceituacao, interpretacao e construgao;
Intervalo de confianga para grandes amostras

6 de outubro de 2021

1 Conceitos iniciais

A ideia bésica da estimagdo é observar uma amostra Xi, Xy, ..., X;; de uma populacdo
com fx(x;6), sendo 0 desconhecido, e a partir da amostra retirar informagdes sobre 6.
Na estimac¢do pontual ndo temos a ideia da margem do erro que é cometido ao
estimarmos o parametro. A estimacdo intervalar visa preencher esta lacuna criando um
intervalo de possiveis valores para o parametro 6 com margem de erro conhecido.

Definicdo 1 (Intervalo de Confianga). Seja uma amostra aleatéria X1, Xy, . .., X, de uma po-
pulagdo com fx(x;0), parametrizada por 0. Considere ainda duas estatisticas Ty = t1(Xq, Xp,. .., Xn)
e Tr = tp(Xy, Xo, ..., Xy) satisfazendo Ty < T, tal que Py(Ty < 0 < Tp) = vy, em que y
ndo depende de 0. Entdo o intervalo aleatério (Ty, Tp) é o estimador intervalar de confianga
100y %(ou o intervalo de confianca) de 8, sendo 7y o coeficiente de confianga, e Ty e T, sdo 0s
limites inferior e superior, respectivamente. O]

Exemplo 1 (Estimador intervalar). Para uma amostra Xy, Xp, X3, X4 de uma populagio
normal com média y e varidncia 1, isto é, X ~ N(u,1). Um estimador intervalar possivel de y
¢ [X —1, X + 1. Isto significa que o intervalo contém o valor do pardmetro y com uma certa
confianga. O

Qual a vantagem de ter usado um estimador com menor precisdo do que um
estimador pontual? Pontualmente, estimamos y por X. E agora estimamos por [X —
1, X + 1]. Apesar de abrirmos méao de uma certa precisdo, ganhamos alguma confianga,
isto é, uma garantia de que nossa assercdo esté correta.

Outra importante observacao é que o intervalo [T1, T»], Defini¢do 1, é a quantidade
aleatéria e ndo o parametro 6. Assim, ndo podemos afirmar que 0 estd dentro do
intervalo [Ty, T;] com uma confianga 100%, e sim, que o intervalo [Ty, T»] contém o
pardmetro 6 com uma confianga 100y %.

Diversos métodos sdo encontrados na literatura para obter um intervalo de confianca,
tais como:

* inverter uma estatistica de teste [Ver Casella (2001, port. pag. 376; )];

* intervalos bayesianos [Casela (2001, port. pag.390); Mood (1974, pag. 396)];



* método da quantidade pivotal.
Nos restringiremos ao ultimo método.

Definicao 2 (Quantidade pivotal). Seja uma amostra aleatéria Xy, Xy, ..., Xy, de uma po-
pulagio com fx(x;0), parametrizada por 6. Considere ainda uma medida Q = q(Xq, Xp, ..., Xn; 0)
uma fungdo de X1, Xp, ..., X e 0. Se Q tem distribuigdo independente de 0, entdo Q é chamado
de quantidade pivotal. O

Exemplo 2. Seja uma amostra aleatéria X1, Xy, ..., Xn de uma populagio X ~ N(6,9).
Assim, podemos afirmar que Q = X — 0 é uma quantidade pivotal, pois sua distribuicio é
normal, tal que Q1 ~ N(0,9/n). Agora Qy = X/0 nio é uma quantidade pivotal, pois
Q2 ~ N(0,9/(n0?)) que depende de 6. O

Definicao 3 (Método da quantidade pivotal). Seja uma amostra aleatéria X1, Xo, ..., Xy
de uma populagdo com fx(x;0), parametrizada por 6. Considere ainda uma quantidade pivotal
Q =q(X1,Xy,...,Xn;0) comfpoufdp fo(x) que ndo depende de 0. Fixado 0 < y < 1existem
q1 e g2 que dependem de -y tal que P(q1 < Q < q2) = . Se para cada amostra observada
(x1,%2, ..., %n), g1 < q(x1,%2,...,%n;0) < qa pode ser pivotado em t1(x1,x2,...,%n) <
T(0) < ta(x1,x2,...,Xx,) para ty e tp, que nio dependem de 6, entdo (Ty, T,) é o intervalo
de confianga 100y% para T(0), sendo T uma fungio de 6, em que T; = t;(X1, X2, ..., Xn),
=12 ]

Dessa definicdo, devemos fazer algumas observagdes sobre esse método:
i) g1 e g2 sdo independentes de 6, uma vez que a distribui¢do de Q também é;

ii) Para um valor fixado de v, hd muitos valores possiveis para g e g tal que P(q; <
Q<) =

iii) Diferentes pares de g; e g2 produzem diferentes pares de t; e t;
Dessa forma, precisamos de algum critério para escolher q; e 4.

Definicao 4 (Tamanho do intervalo). Seja uma amostra aleatéria X1, Xp, ..., X, de uma
populagio com fx(x;0), parametrizada por 6. Se (T1, T,) é o intervalo de confianga 100y% de
8, Definicio 1, entdo o tamanho do intervalo, denotado por C, é definido por

Crn,=T—-"T, (1)
em que To > Ty. ]

Dessa forma, devemos escolher o par q; e 2 que resulte em menor comprimento
Cry,1,-

2 Intervalo de confianca (IC) para popula¢des normais

2.1 IC para uma populacdo normal

Considerando agora uma amostra aleatéria Xj, X», . .., X;; de tamanho n de uma populacdo
tenha distribui¢do normal, tal que, X ~ N(j, (72), entdo apresentamos o seguinte Teo-
rema



Teorema 1 (Bolfarine p. 79 no pdf, com as provas). Se X ~ N(u,0?), entdo

i) X e S? sio independentes;

ﬁ)¢ﬂX—w

~ N(0,1), para o conhecido;

V(X —u)

iif) S ~ty_1)

. (n—1)8?

iv) 2 ~ X%—li
sendo X = (Y14 Xi/n), $*> = Y (X; — X)?/(n — 1), x%_, é a varidvel aleatéria de uma
distribuicdo de qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade e t,,_, é a varidvel aleatéria de uma
distribuicdo de t de Student com n — 1 graus de liberdade. O

Observamos que os itens (ii), (iii) e (iv) sdo todas quantidades pivotais, ja que suas
distribui¢des ndo dependem dos pardmetros de interesse. Dessa forma, poderemos
construir intervalo de confianga para essas quantidades.

Teorema 2 (Intervalo de confianga para u). Considerando o Teorema 1, o intervalo de
confianga 100(1 — a)% para y é dado por:
) P [ —za % f <u<X+za \F] = 1 — a, considerando a quantidade pivotal do item

(iii), Teorema 1, para o conhecido. O quantil superior 100(a/2)% zg tem distribuicdo
normal padrio;

1) p [ —te 1 f <u< X+ te o 1\%] = 1 — a, considerando a quantidade pivotal do
item (iv), Teorema 1,sendo S o desvio padrio amostral. O quantil superior 100(a/2)%
ty n—q tem distribuigio t de Student com n — 1 graus de liberdade. O

Demonstragio. Seja

uma quantidade pivotal. Vamos agora pivotar, isto €,

V(X —p)

q1 < - < q»
7 < Vn(X—p) < 920
— < X — < =
_m¢50 < X-u < _@¢%U
_X‘Hhﬁ < —H < _X+q2ﬁ
_ o _ o
g > > X—g—
ql\/ﬁo_ = 1z = qz\/ﬁo_
leX_QZW < H < TZZX—%%

O tamanho do intervalo é:

Cr,m, = (X - ‘71%) — (X — th%)



que é 0 mesmo que
0
1—a= [ fz(k)dk = Fz(q2) — Fz(q1), (2)
n

em que fz(z) é a funcdo densidade da normal padrdo. Diferenciando (2) em relagdo a
q1, temos

d d
- (F2(q2) = F2(q1)) = 52 f2(92) = fz(q1) = 0. ()
dql dql
Isto implica em
dgp _ fz(q1)
o -z, @
dq1 fz(q2)
Para minimizar Cr, 1,, portanto fazemos dCr, 1,/dq, isto &,
d o _ (dg .\ o _
d—ql(‘h—‘h)ﬁ— (dql 1) \/ﬁ—o- )
Substituindo (4) em (5), temos
fz(q1) ) v
—-1)—_ =0. 6
(fz(fh) Vv ©

Isso s6 ocorrerd se q; = ;. Entretanto, [ ;’11 fz(k)dk # 1 —wa. Ou pode ser q; =
—q2,ja que fz(q1) = fz(—q1) pela distribuicdo ser simétrica, dai poderemos obter

fq?h fz(k)dk = 1 — «. Portanto, para minimizar Cr, 1,, g1 = —¢2. Considerando
q1 = zg, entdo —qp = —zg, e segue o resultado do item (I). O resultado do item (II)
segue nos mesmos moldes, substituindo apenas ¢ por S. O

Teorema 3 (Intervalo de confianca para o). Considerando o Teorema 1, o intervalo de
confianga 100(1 — a)% para o é dado por:

N 2 _ 2
p(nz—l)sggzg(;l—l)s =1—uq, (7)

Xa/2,n—1 X—a/2n—1
sendo x7_, ,, 0 quantil superior 100(1 — a/2)% e x2 , 0 quantil superior 100(a/2)% da
distribuicio de qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade. O
Demonstragio. Mood(1974, pag. 382-384); Daniel(2009, p. 332-333) [

Teorema 4 (Intervalo de confianga para p). Pode ser abordado em Mood (1974)[ pdg 394-396]
caso aproximado, em Daniel (2009, p. 275); Casella(2001, port pag. 446-449). Para o intervalo
exato, Daniel (2009, p. 274).

2.2 IC para mais de uma populacao normal

Teorema 5 (Intervalo de confianga para y; — pp). Material antigo escrito, com base em
Daniel(2009, pdg. 380-383); Mood(1974, pdg. 432-437)

Teorema 6 (Intervalo de confianga para o2 — 02). Material antigo escrito, com base em
Daniel(2009, pdg. 464-470); Mood(1974, pdg. 438-442)

Teorema 7 (Intervalo de confianca para py — p2). Daniel(2009, pdg. 439-440);
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3 Intervalos de confianca para grandes amostras

Estudamos na estimagdo pontual que as vezes é possivel encontrar uma sequéncia

de estimadores W, (X1, X», ..., X,) que assintoticamente tem distribui¢do normal com

média 6 e variancia 02(6), em que o2 () indica que a varidncia é uma funcdo de 6 e do

tamanho da amostra n. Em particular, temos os estimadores de médxima verossimilhanca
(EMV), denotado por 0, (X1, X, ..., Xx), que apresentam essa propriedade.

Teorema 8 (Teorema de Slutsky). Se X, 4 Xem distribuicio e Yy, LN a, uma constante, em
probabilidade, entdo

a) VX, i> aX, em distribuicdo;

b) X, +Y, g> X + a, em distribuicdo.

Teorema 9 (Eficiéncia e consisténcia assintética dos AEMV). Seja uma amostra aleatéria
X1, X, ..., Xy iid com fp ou fdp fx(x;6). Supondo que 6 denote 0 EMV de 6 e que () seja
uma fungdo continua de 6, sob condigdes de reqularidade de fx(x;0), entio

va[t(6) —(8)] — N(0,0,(6)), (8)

em que 02(0) é o limite inferior da cota de Cramer-Rao, dado por:

PP €0} T
Eg [(%logfx(x;9)> }

Dizemos que T(0) é um estimador consistente e assintoticamente eficiente de (). O

Demonstracdo. Vamos fazer a prova considerando o EMV § e X uma v.a. continua. Consi-
derando que ¢(60; X1, X2,..., Xn) = Y1 1 log fx(X;; 0) é a funcdo log de verossimilhanga,
denote ¢/ (0, X) a primeira derivada da fun¢do log verossimilhanga com relagdo a 6. Ex-
panda essa derivada em torno do verdadeiro valor do pardmetro 6, denotado por 6y,
isto é,

El(Q,X) = 6/(90,X> + (9 — 90)6”(90,){). 9)
Agora, substitua o EMV 2 para 6. Como ¢ (é, X) =0, entdo

A _ —'(60,X)

(0 —6o) = (60, X) (10)



Pré-multiplicando 1/ em (10), em ambos os lados, temos

V(6 —6) =
_ /nyn—t'(6y, X)

_ (v

—0'(6p, X)

V160, X)

v 4"(60, X)
—0 (80, X)
S 07(60, X)
n —f/(e(),X)

~ /i (60, X)

_\/LEEI(GOI X)
L07(60, X)
%6’(00, X)
— " (60, X)

(11)

(12)

Usando primeiro a expressdo do numerador de (11), temos que
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A variancia pode ser expressa da seguinte forma:
L, (1, ’] L, i
Var [ﬁe (eo,x)] e (ﬁg (eo,x)> - (15 {Wg (eo,X)D
o / -
(@)
E[(£(60,%))?]

E [(az log L(60; X ))2] | (14)

2 2
Existe um resultado para amostras iid que E [(8%0 log L(6y; X)> ] =nE [(a‘%o log fx(X; 90)) 1 .
Ver Casella (2001, port. p.300-301) e no material escrito de inf II. Assim,

I
1

S|l= I

1, n d 2
— X)| =—E 1 X;
Var {\/ﬁﬁ (6o, )] - [(ae og fx( 90)) ]
9 2
9o
1
= . 16
7@) 1o
Pelo Teorema Central do limite, temos que
L 0(0,X) -0
v 4 N(0,1), (17)
1/07(60)
ou
1 d
ﬁz’(eo, X) 5 N(0,1/02(6y)). (18)
Se considerarmos o denominador de (11), temos
1 g aZ n
_Eg (Qo,X) = 892 Zlogfx Xu 90)
1 & [ 02
=—= —10ng(X';90)>
i (895 Z
(19)
Observe que 892 log fx(Xj;00) pode ser encarada como uma variavel aleatéria. Se
denotarmos 2 W log fx(Xj;600) =Y;, entdo

——e” (60, X %Z Y, = —Y. (20)

|



Pela Lei Fraca dos Grandes niimeros,

2

d
8_0% IngX(Xi} 90)

Y4 —E

_E [(a%)logueo,-x))z

Portanto, pelo Teorema de Slutsky, item (a), como

—%6”(90,X) A

1
NG

entdo considerando que W ~ N(0,1/02(6p)), logo

(80, X) 3 N(0,1/02(60)),

%z’(eo, X)

—Lp7 (6o, X)

4 o2(60)W. (22)

Dessa forma, 2 (6p) W também tem distribuigdo normal com pardmetros

Eloy (60)W] = 03 (60) E[W] = 0,

4
Var[o2(89)W] = o (6p) Var[W] = Z"( 0) _ o2y,
isto &, o2(0g)W ~ N(0,02(6p)). Logo,

V(0 —60) 3 N(0,02(6p)),
provando o Teorema. O

Exemplo 3 (Normalidade e consisténcia assintética). O Teorema 9 mostra que estimadores
EMV t(0) de T(0) sdo assintoticamente normal, e por consequéncia eficientes. Ainda mais, a
normalidade assintética implica em consisténcia. Suponha que

Vn

W, — A
na B9, 7 em distribuico,

em que Z ~ N(0,1). Aplicando o Teorema de Slutsky, temos

o Wy—pu\ d .. o
wn_y:(_>(¢z )—>hm(—>Z:0,
o n—00
\_\/ﬁ A s N4

-

(%) Sz

deste modo, Wy, — u — 0 converge em distribuigdo. e o Teorema (Casella, port. pag. 211) mostra
que a convergéncia em distribuicdo para um ponto implica em convergéncia em probabilidade.

Logo, W, L u, isto é, Wy, é um estimador consistente. O
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Como ¢2(#) depende de 6, uma aproximacao (Método Delta) para a varidncia pode
Ser expresso por

(470)) lo_g
Eg {(% log L(B;X)ﬂ lo—s

emque L(6;X) = L(6; X1, Xa,..., Xn) =T fx(X;;0) é a fungdo de verossimilhanga.
A quantidade,

, (23)

0:(010) = 73(9) ~

3 2
Eg (89 log L(6; X)) ] (24)

é conhecida como ntimero de informacao ou informacao de Fisher. Uma outra forma de
apresentar (24) é

Ey [(aag log L(6; X)>2] {aa; log L(6; X)] (25)

Considerando uma amostra iid, a expressdo (24) pode ser dada por

Eq [(aae log L(6; X))2] = nEg [(;—Glong(X;G))zl . (26)

A prova desses resultados estd no material escrito de Inf II.
Na pratica,

) —7(0)] = N(0,07())
) O, No,1)

Vi (0)

T(6) — 7(6) = N(0,03(8) /n)
(8) — N(7(6),07(6)/n)

Com essas informagdes, poderemos agora construir intervalos de confianca para
grandes amostras. Usando a aproximagdo em (23), temos

\/E[T(é) _T( )] d N(O 1) (27)
3(0)

pois, pelo Teorema 9 sabemos que /7[t(8) — 7(6)] 4N (0,1). Pelo mesmo Teorema,
sabemos que os estimadores de EMV sdo consistentes assintoticamente, e ainda sabendo
pelo principio da invaridncia (Mood, 1974, p. 284; Casela, 2001, port p. 285) que se 6 é

um EMV de 6, entdo 02 (f) também é um EMV de 02(). Logo, 72(0) P 02(6). Assim,
pelo Teorema de Slutsky fica provado a convergéncia em distribuigdo de (27).
Assim, um intervalo de confian¢a aproximado é

7(0) —

sendo zs o quantil superior 100(a/2)% com distribui¢do normal padréo.

07(0) < T(0) < T(0) + 241/ 07(D), (28)

N
N
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Exemplo 4 (Intervalos de confianga para grandes amostras). Seja uma amostra aleatéria
X1, X2, ..., Xy de uma populagio com distribuicdo de Bernoulli(p). Construa um intervalo de
confianga aproximado para p. Sabemos que o estimador EMV de 6 é p = X (Casella, port. p.
283). Para calcular 2(p), usaremos a aproximagio de (23), isto é,

2
(7(p)) 1=

: -
Ep <%108L(P;X)> lp=p
1
— -
Ep <%108L(P;X)> [p=p
N 1

— 57 108 L(p: X)|p—p

on(p) =

~
~

n
~ ———, para detalhes ver Inf I (Lucas, p. 46)
pa—p) " / §
Assim, um intervalo de confianga com base em (27) é
A p(1—p) A p(1—p)
pzg\[ P < p < przgy (29)

sendo zy o quantil superior 100(a/2)% com distribuigdo normal padrio.

Outro método de encontrar intervalos de confianga aproximado se baseiam em
encontrar pivos aproximados (ou assintéticos). Se tivermos quaisquer estatisticas W e
V e um pardmetros 6 de modo que a medida que n — oo,

WT_G 4N (0,1), Ver detalhes, Casella, port. p. 440 (30)

entdo podemos formar um intervalo de confianga aproximado para 6 dado por
W—z:V <1(0) <W+H2z4V, (31)

que € essencialmente o intervalo do Tipo Wald. A aplicac¢do direta do Teorema do Limite
Central e o Teorema de Slutsky, geralmente resultara em um intervalo de confianga
aproximado.

Exemplo 5. Se X1, Xy, ..., X, sdo iid com média y e varidncia o2, entio a partir do Teorema
do Limite central, temos que

que implica também que
V(X — 1) S Zy 2 ~ N(0,0?). (32)
Assim, usando o Teorema de Slutsky,

\/E(X_V) i ZO,¢72
S o
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Isso ocorre pois, hi a convergéncia em distribuigdo de (32) e a convergéncia em probabilidade de
$% 5 02 (Ver Casella port pag. 208; material escrito de Inf 11, pdg. 58-61). Logo,

Z
T~ Z~N(O1). (33)
Outra forma de mostra isso é:
(g) (\/E(X — H)) ~1xZ~N(0,1), (usando o Teorema de Slutsky),
L Z
51 47

Dessa forma poderemos construir um intervalo de confianga aproximado 1 — w, tal que

- S - S
X — za <u<X « , 34
2y = SHSXbn (34)
sendo zs 0 quantil superior 100(a/2)% com distribuicdo normal padrdo. O
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