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Descricdo sobre o ponto - Testes de hipoteses: Conceitos basicos; Hipdteses simples:
Lema de Neyman-Pearson; Hipdteses compostas: testes uniformemente mais pode-
rosos; Teste da razdao de verossimilhancas; Teste t de Student; Teste de qui-quadrado;
Teste F de Fisher-Snedecor.

1 Conceitos iniciais

Consideramos uma amostra aleatdria X1, Xp, . . ., X, de tamanho n > 2 definida pelo seu
modelo probabilistico fx(x) que é dependente de um pardmetro 6 (pode ser um vetor),
em que o conjunto dos valores que  pode assumir é o espago paramétrico, denotado
por ©. Denote X' o espaco amostral das observagdes, isto é, X = {(xq,x2,...,xp) :
(x1,x2,...,X,) sdo as possiveis realizagdes de (X1, Xp,..., Xn)}.

Uma das etapas da inferéncia estatistica é testar a veracidade de algumas afirmacoes
impostas ao parametro 6. Essa etapa € a teoria de decisdo conhecida também como teste
de hipéteses.

Definigao 1 (Hip6tese estatistica). Uma hipdtese estatistica, denotada por H, é uma afirmagio
ou conjectura feita ao pardmetro 0. Se a hipotese especifica completamente o valor de 0, diz-se
uma hipétese simples, caso contrdrio, é chamada de hipétese composta. O

Quando a forma da distribuicdo de probabilidade da populagdo é conhecida e as
afirmacoes feitas sdo relacionadas aos parametros dessa distribuigdo, dizemos que
estamos diante de hipéteses paramétricas. Caso contrério, temos as hip6teses nao
paramétricas.

Assim, com base numa amostra da populagdo e num teste de hipéteses se decide
qual das hip6teses complementares é verdadeira.

Definic¢ao 2 (Hip6teses complementares). As hipéteses complementares de uma hipotese
estatistica sdo a hipdtese nula, denotada por Hy, e a hipétese alternativa, denotada por Hq. O
formato geral das hipdteses complementares é

Hop:0 € O
{H129€®C, (1)

em que ©y C O, e @ é seu complemento. O



Definicao 3 (Hipoétese unilateral e hip6tese bilateral). Uma hipétese H que faz tais afirmagoes
para um pardmetro univariado 0,

H:0>60" ou H:6 <07, (2)

é chamada de hipétese unilateral. Uma hipotese H que faz a sequinte afirmagdo de um pardmetro
univariado 0,

H 0 #6%, 3)
é chamada de hipdtese bilateral.

Exemplo 1. Seja uma amostra aleatéria X1, Xa, . .., Xy, tal que X ~ N(6,25). Se denotarmos
H : 0 <17, H é chamada de hipétese composta. Caso H : 0 = 17, ‘H é chamada de hipotese
simples. O

A Hipoétese avaliada pelo pesquisador é a hipdtese H), e ele deve tomar a seguinte
decisdo: “Rejeitar”ou “Ndo rejeitar”a hipdtese nula. Essa decisdo serd baseada por um
teste.

Definicao 4 (Teste de uma hipétese). Um teste de hipotese, denotado por Y, é uma regra ou
procedimento para rejeitar a hipétese H,. O

A decisdao de um teste Y esta baseada nas observagdes x1, xo, ..., x, da amostra
X1, Xy, ..., X,. E aregido para qual o teste rejeita a hipotese Hy é definida a seguir.

Definicdo 5 (Regido critica). Seja Y um teste que avalia a hipétese estatistica Ho. Entdo se a
decisdo for: rejeitar Ho se (x1,x2,...,x,) € Cy, em que Cy é um subconjunto de X, dizemos
que Cy é a regido critica do teste Y. O

O teste Y serd baseado em uma estatistica W (X1, X, . .., Xi) que é fungdo da amostra
X1, Xa, ..., Xy com fx(x;60) parametrizada por 6 € ©. A decisdo por meio da estatistica
do teste W(X1, Xp, ..., X,) serd: se (X1, Xy, ..., Xn) € Cy ahipbtese H, é rejeitada, caso
contrario, ndo havera evidéncias para a sua rejeicdo. Por exemplo, um teste Y pode
especificar que Hy serd rejeitada se a média amostral (X) for maior que 3. Nesse caso a
estatistica do teste ¢ W(X1, Xy, ..., X;;) = X e aregido critica é Cy = {(xq,x2,...,%p) :
X > 3}.

Exemplo 2 (Teste Binomial). Um professor aplica um teste do tipo certo-errado com 10
questoes. Queremos testar a hipétese de que o aluno estd advinhando. A hipétese nula é que o
aluno acerta ao acaso as questoes. A hipdtese alternativa é que o aluno tem algum conhecimento.
Sendo p a probabilidade (desconhecida) do aluno acertar cada questio, entdo a hipétese estatistica
de interesse pode ser dada como Hy : p = 1/2. Como hipétese alternativa Hy : p > 1/2, isto
é, 0 aluno tem algum conhecimento para resolver as questoes. Vamos assumir que as questoes
sdo independentes e que a varidvel aleatéria X denota o niimero de acertos entre as 10 questoes.
Portanto, X tem distribuicdo binomial com pardmetros n = 10 e p desconhecido. Supondo que
adotamos a sequinte regra de decisdo: o aluno nio estd advinhando se acertar 8 ou mais questoes.
Isto equivale a

Rejeitar Hy se X > 8.



Dessa forma, a regido critica do teste é Cy = {X : X > 8}. E possivel também que o aluno acerte
8 ou mais questoes e esteja advinhando, isto é, podemos rejeitar Hy dado que ela é verdadeira. A
probabilidade de que isso ocorra é:

10
P(X>8lp=1/2)= Y (1/2)"(1—1/2)""* ~ 0,055.
k=8
Essa probabilidade é chamada de nivel de significincia ou erro tipo 1, denotada por «. Fica claro
que o valor de « depende da regra de decisio, por exemplo se a regido critica fosse X > 7 teriamos
a =~ 0,171

Dessa forma, percebemos que a tomada de decisdo do pesquisador sobre 6 ndo esta
livre de erros.

Definicao 6 (Erro tipo I). Seja um teste Y que avalia uma hipotese verdadeira Ho. A decisdo
de rejeitar a hipétese Ho, dado que ela é verdadeira, é chamada de erro tipo I. O tamanho do erro
tipo I é a probabilidade com que o erro é cometido, denotado por . O

Veremos como usar & para construir uma regra de decisao.

Exemplo 3 (Teste Binomial). Um professor aplica um teste do tipo certo-errado com 10
questdes. Queremos testar a hipotese de que o aluno estd advinhando. Nossa hipétese nula
é que o aluno acerta cada questio ao acaso e a hipétese alternativa é que o aluno tem algum
conhecimento na matéria. Denotando por p a probabilidade (desconhecida) do aluno acertar cada
questdo, a hipotese estatistica de interesse pode ser formulada como Hy : p = 1/2. Nesse caso a
hipétese alternativa mais adequada é Hy : p > 1/2 indicando que ele tem algum conhecimento
da matéria. Temos entdo 10 repeticdes do experimento com p constantes e vamos assumir
também que as questoes sio resolvidas de forma independente. Portanto, a varidvel aleatéria
X = "niimero de acertos” tem distribuicdo binomial com pardmetros n = 10 e p desconhecido.
Suponha que adotamos a seguinte regra de decisdo: o aluno ndo estd advinhando se acertar 8
ou mais questdes. Isto equivale a rejeitar Hy se X > 8 (regido de rejeigiio ou regido critica) e
ndo rejeitar Hy se X < 8 (regido de ndo rejeigdo). No entanto, é possivel que um aluno acerte 8
ou mais questdes e esteja advinhando, ou seja podemos rejeitar Hy quando ela é verdadeira. A
probabilidade de que isso ocorra é

10
P(X>8]p=1/2)=)0,5(1-0,5)"""*~0,055.
k=8

Esta probabilidade é o nivel de significincia «. Fica claro que o valor de a depende da regra de
decisdo, por exemplo, se a regido critica fosse X > 7 teriamos o ~ 0,171

Definicao 7 (Erro tipo II). Seja um teste Y que avalia uma hipétese falsa Ho. A decisio de
aceitar a hipétese Ho, dado que ela é falsa, é chamada de erro tipo 11. O tamanho do erro tipo II é
a probabilidade com que o erro é cometido, denotado por B. O

Em situagdes reais esses dois erros podem ocorrer, porém o que se deseja é minimiza-
los, uma vez que o valor de a é inversamente proporcional ao valor de f. Assim,
fixado um tamanho da amostra (1), a baixa probabilidade de se incorrer no erro tipo
I implica numa alta probabilidade de se incorrer no erro tipo II, e 0 tinico modo de
se causar redugdo simultanea de ambos é aumentar o tamanho da amostra (). No
desenvolvimento de um teste de hipéteses o que se faz é fixar o valor de « e dai tentar
minimizar o valor do erro tipo II. Do ponto de vista teérico, o erro tipo II pode ser
minimizado com uma série de ac¢des:



¢ escolha apropriada do teste e da avaliacdo do atendimento das pressuposi¢des da
utilizagdo do teste. Se o teste é adequado e as pressuposi¢des para sua aplicagdo
estdo satisfeitas, existe uma garantia de um maior poder;

¢ determinacdo de um tamanho de amostra para que o teste tenha um maior poder
possivel e que ndo aumente em demasia o custo da pesquisa a ser realizada;
(exemplo: Casella port p. 334)

¢ afixagdo de « entre 0,10 e 0,01, é sempre que possivel, uma boa medida por causa
da relacdo inversa entre as taxas do erro tipo I e do erro tipo II.

Se por um lado a probabilidade de se cometer o erro tipo I é conhecida e fixada
pelo investigador, por outro a probabilidade do erro tipo II ndo é conhecida e nem
pode ser especificada, uma vez que a hipétese alternativa ndo tem o seu parametro
especificado, a menos que estejamos diante de hipdteses simples, algo muito raro nas
situacOes praticas.

A forma de mensurar o tamanho desses erros é avaliado pela fun¢do poder.

Definicao 8 (Fungdo Poder). Seja um teste Y com regido de rejeigdo Cy, entdo a fungio poder,
denotada por 1ty (0), é a probabilidade 7ty (0) = Py[(X1, X2, ..., Xn) € Cy| parametrizado por
6. N

Em outras palavras, a fungdo poder é a probabilidade de rejeitar a hipotese H,
quando a distribui¢do de que a amostra foi obtida é parametrizada por 6. Dessa forma,
o teste Y com regido Cy para as hipoteses

Ho: 0 € O
{’H1:9€®C, @

dado que a hipétese H é verdadeira, tem probabilidade de erro tipo I dada por a =
y (6 € ©) = Pyeo,((X1,Xa,...,X,) € Cy). Considerando a probabilidade do erro
tipo Il dada por B, a probabilidade de rejeitar a hipétese Ho, dado que 6 € @, é dado
por 7ty (0 € ©f) = Poce ((X1, X2, ..., Xn) € Cy), do qual chamamos de poder do teste
que é na realidade o complemento da probabilidade do erro tipo 11, isto é, 1 — B.

Definicao 9 (Tamanho do teste). Seja um teste Y que avalia a hipétese Hg : 0 € ©p, @y C O,
sendo © o espago paramétrico. Entdo para 0 < a <1 o0 tamanho do teste é definido por

a = sup 7y (0). 5)
0@

]

Definigao 10 (Nivel do teste). Seja um teste Y que avalia a hipétese Hg : 0 € ©p, Og € O,
sendo © o espago paramétrico. Entio para 0 < « < 1 o nivel do teste é definido por

a > sup 7y(0). (6)
0@y

]



Exemplo 4. Seja X1, Xo, ..., X, uma amostra aleatéria da distribuicio N (6, 0?) com 0% = 25
e suponha que queremos testar Hy : 6 < 17. Suponha que a regra de decisdo consiste em rejeitar
Hy se e somente se X > 17 + o /+/n. Neste caso a fungdo poder é dada por

_ iy - B 17+0//n—6
7(0) = P(rejeitar Hy|0) = P(X > 17 +0c/+/n) =P (Z > N )

onde Z ~ N(0,1). Para n = 25 segue que,
(0) = P(Z > 18 —0)

e calculando esta probabilidade para vdrios valores de 6 podemos construir o grifico para a fungio
poder (Ricardo Ehlers, p. 93-94).
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Note que o valor maximo da fungio quando Hy é verdadeira é obtida para 0 = 17 e portanto o
tamanho do teste é dado por

174+0/yn—-0\] _ B N B
535[P<Z> NG )] =mn(17) =P(Z >1)~ 0,159 = a.

A fungdo poder é 1itil em dizer o qudo bom é um teste especifico. Nesse exemplo, se 6 é maior do
que 20, o teste é quase certo rejeitar Hy, como deveria. E se 8 for menor que 16, o teste é quase
certo ndo rejeitar Hy, como deveria. Por outro lado, se 17 < 0 < 18, o teste terd menos que a
metade da chance de rejeitar Hy.

A escolha do nivel de significincia para um teste é completamente arbitraria. Além
disso, quando a distribuicdo da estatistica do teste é discreta, o nivel escolhido pode
nem mesmo ser atingido. Vejamos o seguinte exemplo,

Exemplo 5. Um fornecedor garante que 90% de sua producio nio apresenta defeito. Para testar
essa afirmagdo selecionamos ao acaso 10 itens de um lote e contamos o niimero de defeituosos.
Com base nesta amostra tomaremos uma decisdo: comprar ou ndo comprar o lote. E bem intuitivo
que devemos decidir comprar o lote se o niimero de itens sem defeitos for pequeno. O problema
é definir o quio pequeno. Seja X a varidvel aleatéria que denota o niimero de itens sem defeito
na amostra de 10 itens. Temos entdo um distribuicdo binomial com pardmetros n = 10 e p

5



desconhecido, e queremos testar Hy : p = 0,9. Aqui p é a proporgdo de itens sem defeito no
lote e portanto a hipétese alternativa deve ser Hy : p < 0,9. Suponha que decidimos manter
« > 0,025 e a partir deste valor vamos estabelecer a nossa regra de decisdo, ou seja obter o valor
da constante c tal que Hy é rejeitada se X > c. Para isso vamos calcular o para diferentes regides
criticas,

5
P(X >5|p=0,9) Y_0,9(1-0,9)1% = 0,002
k=0

6
P(X>6lp=0,9) Y 0,9(1-0,9)°*=0,013
k=0

7
P(X>7|p=0,9) Y 0,9(1-0,9)1°* = 0,002
k=0

Portanto, devemos usar a regido critica X > 6. Isto é, vamos rejeitar o lote se o niimero de itens
defeituosos na amostra for maior ou iqual a 4.

Na maioria das aplicag¢des préticas o valor escolhido é 0,05 ou 0,01, mas ndo h4 nada
que justifique o uso destes valores em particular. Um enfoque consiste em calcular uma
quantidade chamada nivel critico, probabilidade de significancia ou valor-p.

Defini¢ao 11 (Valor-p). Seja uma amostra aleatéria X1, X3, ..., Xn com fx(x;0), 0 € O,
sendo © o espago paramétrico. Considere um teste de hipotese Y que avalia Hy : 0 € ©p versus
H; : 0 € ©f, em que ©y C O, com regido de critica Cy e tamanho . Entdo o valor-p é uma
estatistica, denotada por p(X), que satisfaz 0 < p(X) < 1 tal que

p(X) =inf{a: X € Cy}, (7)
emque X = [X1, X, ..., Xy,]'.

Em geral, o valor-p é o menor nivel de significAncia a para que rejeite a hipétese Hy
com base em um teste de tamanho a.

O célculo do valor-p pode ser dado como segue. Considere que o teste Y é da forma:
“Rejeita-se Hy se W(X) > ¢”, sendo W uma estatistica do teste, entdo sob Hy, o valor-p é
a probabilidade P(W > w), sendo w o valor observado de W.

Exemplo 6. Do Exemplo ?? suponha que o niimero observado de questoes certas foi X = 9.
Entdo o valor-p serd

10

P(X>9|p=1/2) = (190> 0,57(1-0,5)1079 4 (10

)0, 510(1 —0,5)1971% = 0,0107,

e rejeitamos Hy para todo nivel de significincia maior do que este valor.

Portanto, o valor-p é a probabilidade de observar resultados tdo extremos quanto
aqueles que foram obtidos se a hipétese nula for verdadeira. A ideia é que se o valor-p
for grande ele fornece evidéncia de que Hj é verdadeira, enquanto que um valor-p
pequeno indica que existe evidéncia nos dados contra Hy.

Da forma como a metodologia cldssica de testes de hipéteses foi desenvolvida,
podemos ter a impressdo de que estamos calculando probabilidades a respeito de uma
hipétese. De fato, algumas vezes é incorretamente afirmado que rejeitar Hp ao nivel a

6



indica que a probabilidade de Hj ser verdadeira é menor do que «. Essa interpretagdo
ndo é vélida e o valor-p calculado em um teste ndo fornece nenhuma indicagdo sobre
qualquer probabilidade a respeito de Hp.

Por exemplo, um valor-p préximo de zero nos fornece (do ponto de vista cldssico)
muita evidéncia contra Hy, porém néao significa de maneira alguma P(Hj ser verda-
deira) seja préximo de zero. Esta tltima afirmacdo probabilistica sequer faz sentido na
inferéncia cldssica, embora seja exatamente isto que gostariamos de calcular.

Para que esta interpretacdo fosse vdlida, teriamos que usar a abordagem Bayesiana.
Basicamente, teriamos que atribuir uma probabildiade a priori, isto é, antes de observar
os dados, para a hipétese Hy. Apds a observagdo dos dados amostrais esta probabilidade
seria atualizada, segundo regras da inferéncia Bayesiana, e teriamos uma probabilidade
a posteriori para a hipétese Hy. (Ehlers, pag. 100)

2 Método para obtencao de testes de hipotese

Existem diversos métodos na literatura para obtencdo de testes de hipoteses, tais
como testes bayesianos, testes unido-intersegdo e intersecdo-unido, testes baseados
em distribui¢des assintéticas, etc. Entretanto, daremos énfase a testes baseados na
funcdo de verossimilhanca. Posteriormente, discutiremos sobre o teste assintético
baseado na razdo de verossimilhancas.

Para uma amostra aleatéria X1, Xy, . . ., X, independentes e identicamente distribuidas
de uma funcdo de probabilidade (fp) ou funcdo densidade de probabilidade (fdp)
fx(x;0), 60 € O, desejamos um teste sob as hipéteses simples, isto é, Hy : 0 = 6y versus
Hl 10 = 91.

Defini¢ao 12 (Funcdo de verossimilhanga). A funcio de verossimilhanga, denotada por
L(6;x1,x2,...,%y), édefinida como
n
L(Q,‘ X1,X2,... ,xn) :L(G;x) = fx(x; 9) = fo(Xi,' 9), (8)
i=1
considerando que as realizagdes x1, X3, . .., X, vieram de uma amostra aleatoria X1, Xo, ..., Xy
independente e identicamente distribuida com fdp ou fp conjunta fx(x;0). O

Defini¢do 13 (Teste da razdo de verossimilhanga simples - TRVS). Seja L(0;; x) a fungio
de verossimilhanga para uma amostra aleatéria X1, Xy, . .., Xy, com fp conjunta ou fdp conjunta
fx(x;0;), parai = 0,1, sendo 8; € ©. Entdio o teste da razio de verossimilhanga simples que
avalia as hipéteses H : 0 = 0y versus Hq : 0 = 01, denotado por A, é definida por

* Rejeita Hyse A <k,
* Nio rejeita Hy se A > k,

em que
A=A(x1,%0,...,%) = Ax) = Sot%0 %)

e k é uma constante ndo-negativa. [



Para cada k diferente teremos um teste diferente. Fixado um k, o teste rejeita a
hipétese H se A for um niimero pequeno, isto é, a verossimilhanca L; é maior que Lo,
assim é mais provdvel que a amostra com fx(x;6) tenha sido parametrizada por 6 = 6;
do que por 6 = 6. Algo bem intuitivo.

Um teste Y ideal seria aquele em que a fungdo poder « = my(6 € ©p) = O e
1-B = ny(f € ©f) = 1. Entretanto, em situagdes praticas isso é praticamente
impossivel. O que se faz é controlar a probabilidade do erro tipo I, e dentro dessa classe
encontrar os melhores testes, isto é, um teste mais poderoso.

Definicao 14 (Teste Mais Poderoso). Um teste Y que avalia as hipéteses H : 0 = 6y versus
Hy : 0 = 61 é definido mais poderoso de tamanho «, para 0 < o < 1 se

i) 7y (6o) = &
ii) 1y (01) > 7y« (61) para algum outro teste Y* de nivel w, isto é, ty«(6p) < a.
Assim, apresentamos o seguinte teorema,

Teorema 1 (Lema de Neyman-Pearson). Seja uma amostra aleatéria X1, X, . .., Xy, iid com
modelo probabilistico dado por fx(x;0), em que 6 € © = {6y, 01} e « fixado, para 0 < a < 1.
Considere ainda k uma constante ndo negativa e Cy um subconjunto de X que satisfaz:

i) Pgo[(Xl,Xz,. . .,Xn) € Cy] =
L(6o;x1,%2,...,x,) Lo

.'Y: ——<k 7 FAIIW] EC;
v L(61;x1,x2,...,%n) Ly — se (x1,x2 Xn) Y

iii) Y > kse (x1,x2,...,%,) € Cy = X = Cy.

Entdo o teste Y correspondente a regido critica Cy é mais poderoso de tamanho « que avalia as
hipoteses Ho : 8 = 0 versus Hy : 6 = 0. O
Demonstragio. A prova serd mostrada para o caso continuo. Sob Hy, considere Cy € X
a regido critica, entao

7Ty(91) =P91 ({Xl, X5,..., Xn} S Cy)
n
:/ oo | T T fx(xi; 0)dx, caso continuo e iid
Cy Cy i
é o poder do teste.
Denotamos Y* um outro teste de nivel &, e Cy+ sua respectiva regido critica, tal que
TTy* (90) = Pgo[({Xl, Xy, .. .,Xn} € Cy*)] <.

Devemos mostrar que 7ty (61) > 7y«(01) para completar a prova, que é equivalente
a

n . n
L:/.../ .;Gd-z/L:/ / 0
Cy 1 Cy Cyng(xl 1) Xi Cye 1 Jey. Cye HfX(X, 1) X;

i=1

Se conseguirmos mostrar que

/ L—[ Li>o
CY CY*

entdo o Teorema estd provado. Observe que se Cy,Cy- € X, podem existir valores
dessas regides que sdo comuns entre si. Vejamos o grafico demonstrativo.
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Espago Amostral
Xy Xy oy X))

C.

(=Jbel(+]

Podemos representar Cy = (Cy N Cy+) U (Cy NCy+) e Cy+ = (Cy: NCy) U (Cy+ NCy).
Logo,

/Ll— le(/ . L+ Ll)_(/ L+ Ll)
Cy Cy* CyNCys CyNCysx Cy+NCy Cy+NCy

- [ - / -1
CyNCys Cy+NCy

Agora,

1 1
/ ) L1—/ _L1Z—/ . Lo—+ _ Lo,
CyNCyx Cy+NCy k CyNCyx k Cy+NCy

uma vez que L > Lo/kem Cy, logo L1 > Ly/k em Cy N Cy+,ja que {Cy N Cy«} C Cy.
Como também Ly < Lo/k em Cy que implica em —L; > —Lg/k, logo —Ly > —Lo/k
em Cy: N Cy, uma vez que {Cy+ N Cy} C Cy~. Entretanto, sabemos que

1 1
z ) Lo—1 Loz—(/ ] Lo—/ Lo)
k CyNCyx k Cy+NCy k CyNCyx Cy+NCy

1
= - / _ Lo+ Lo—/ Lo+ Ly
k | Jeyncy- CyNCys Jeysncy Cy+«NCy
ch Lo fCY* Lo

Logo,

/CyLl— [ L=a/m (/CYLo—/CY*Lo)

>1/k[a — nivel do teste Y]
>0, (nivel do testeY* < a),

concluindo que o poder do teste Y, 7y (6; ), ¢ no minimo igual a 7ry- (61 ), sendo o teste
mais poderoso de tamanho « para as hipéteses Hy : 6 = 0y versus H; : 0 = 0. H
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Implica¢des do Lema de Neyman-Peason:

1. Pelas hipéteses lancadas, hoje esse lema ndo é um muito til nas aplicagdes
estatisticas (Justificar);

2. Nem sempre é possivel determinar a regido critica Cy e nem mesmo a constante k
(Exemplo 8, Mood(1974), pag. 413);

3. Em algumas aplicacdes esse lema pode ser usado em hipéteses compostas;

Exemplo 7. Seja X1, X, ..., X, uma amostra aleatéria de fx(x;0) = 0e=%% I(g,00) (%), €M que
© = {6:0 > 0}. Teste Hy : 0 = g versus H, : 0 = 601, considerando que 6y e 61 sdo niimeros
fixos tal que 0y < 0. Pelo lema de Neyman-Pearson, reitamos H, se

Lo 98 exp{—()o Z’ll xi} 967 n
Y=—= ! = —eXx 0, — 6 x;p <k,
Ly 9? exp{—91 ) f 1x1~} 9’17 P ( 1 0) Z o

que é equivalente a
1 1
Y x < ————exp{nlogb; —nlogy} k=K,
i=1 (61 _'60)

em que k' é alguma constante. Sabemos que Y} ; x; tem distribuicdo gama com pardmetros n e
0, entdo

PQO[(XLXZ/- . .,Xn) & Cy] = P90

n
Y:ingk’] =a

i=1
/ / / 1 Goyn—le—xgody =«
o I'(n) ’

uma equagio em que k' pode ser determinado. Assim, o teste mais poderoso de tamanho « de
Ho : 0 = 6y versus Hy : 6 = 04, tal que 6y < 61 é: rejeitar Hose Y1 1 x; < k', em que k' é 0
a-ésimo quantil superior da distribuicdo gama com pardmetros n e 0.

Desejamos agora um teste sob hip6teses compostas Hy : 6 € ©g versus H; : 0 € O,

Definicao 15 (Teste da razdo de verossimilhanca generalizada - TRVG). Seja L(0; x1, x2,
..., Xn) a fungio de verossimilhanga para uma amostra aleatéria X1, Xa, ..., Xn com fp con-
junta ou fdp conjunta fx, x,,. x,(X1,X2,...,Xx;0), para 0 € ©. Entdo o teste da razio de
verossimilhanga generalizada denotada por A, é definida por

A= A(Xy, X X,) = SUPgc@, L(0; X1, X2, ..., Xn)
b Py L(6; X1, Xa, -+, Xn)

O teste tem regido de rejeicio Cy = {(x1,X2,...,%n) : A(x1,X2,...,%n) < Ao}, em que
0< A <1 O

Algumas consideragdes sobre o TRVG:

* Embora pensemos que o TRVG seja uma generalizagdo do TRVS, o TRGV néo
reduz-se ao TRVS para ® = {6y, 6, };

10



¢ ) necessariamente satisfaz 0 < A < 1;

* A > 0 uma vez que temos uma razdo ndo negativa de quantidade, e A < 1
uma vez que o supremo é tomado sobre um conjunto maior de parametros no
denominador do que no numerador, entdo o numerador ndo poderd ser maior
que o denominador;

® 0 parametro 6 poderd ser um vetor;

¢ o denominador do TRVG ¢ a funcdo de verossimilhanga avaliado no estimador de
maxima verossimilhanca.

Para a implementacdo da TRVG, os seguintes passos devem ser seguidos:

1. Obter o estimador de méxima verossimilhanca (EMV) 8 de 6, quando 6 € ©;

2. Obter 0 EMV 4 de 6§, quando 6 € ©y;

o L(éo;Xl,Xz,...,Xn)

3. Calcular A(Xy, Xp, ..., X,) = 10X %)

4. Caso ndo seja simples encontrar a distribuigdo de MXqy, X, ..., Xn), pode-se usar
uma fungdo / estritamente crescente no dominio de A, geralmente a fungéo log, tal
que h(A(X1, X, ..., Xy)) tenha uma forma simples e uma distribuigdo conhecida
e tabelada sob a hip6tese H.

5. Obter A, resolvendo a equagao a = Py (h(A (X1, X2, ..., Xy)) < Ag).

Inserir o exemplo do mood p. 420 (Exemplo 11), inclusive com detalhes dessa
resolucdo do caderno de probabilidade feito por Lucas (UFLA).
Em busca de propriedades 6timas para um teste de hip6teses compostas, definimos

Definic¢ao 16 (Teste Uniformemente Mais Poderoso - TUMP). Um teste Y que avalia as
hipéteses Ho : 0 € ©Og versus Hy : 0 € OF, sendo @y C O e © o espago paramétrico, é
uniformemente mais poderoso de tamanho «, para 0 < o < 1 se

i) Supyeq, y(0) = a;

ii) 11y(0) > 1y+(0), VO € O, sendo Y* algum outro teste de nivel a, isto é, supg.g, Ty+(0)
< a.

Um teste Y é uniformemente mais poderoso de tamanho « se para qualquer outro
teste de nivel « 0 seu poder é maior para todos os outros valores de 8 sob Hy. O advérbio
“uniformemente” refere-se a todos os valores de 6 sob H;. O TUMP néo existe para todos
os problemas sobre testes de hip6teses, mas em algumas situagées especiais poderemos
encontra-lo.

Inicialmente, se quisermos um teste para as seguintes hipoteses Hy : 6 = 6y vs
Hj : 8 > 6y, poderemos obté-lo usando o lema de Neyman-Pearson. Vejamos o seguinte
exemplo,

11



Exemplo 8. Seja X1, Xa, . .., X, uma amostra aleatéria de fx(x;6) = 0e~6% L(g,00) (%), €M que
© = {0:0 > 0}. Teste Hy : 0 = 6y versus Hy : 6 > 6y. No Exemplo 22, pelo lema de
Neyman-Pearson, o teste Hy : 0 = 6 versus Hy : 6 = 01, 61 > 0y, rejeita Hose Y 4 x; < K/,
em que k' é dado pela equagio

l 1 n—1_,—x6y _
/0 —r(n)eoy e Ny = a.

Observe que em nenhuma passagem dependeu de 61, a menos que 61 > 0y. Portanto, nés
poderemos conseguir o mesmo teste para algum 61 > 6y, tal que o teste agora é uniformemente
mais poderoso!

Testes uniformemente mais poderosos existem para hipéteses unilaterais se a fdp ou
fp tem uma razdo de verossimilhanga monétona em alguma estatistica.

Defini¢do 17 (Razéo de verossimilhanga monétona). Uma familia de densidades { fx(x;0) :
0 € ©} édita ter razio de verossimilhanga mondtona se existe uma estatistica T = (X1, Xp, ..., Xy),
tal que a razdao L(0';x1,x0,...,%,)/L(0”;x1,x2,...,%,) é uma fungio mondtona nio cres-
cente de t(x1, Xy, ..., %x,) para todo 0’ < 0" ou ndo-decrescente de t(x1,xp, ..., x,) para todo
o' < 0" O

Note que o termo “razdo de verossimilhan¢a monétona” a razdo de verossimilhanca
ndo é um razao de verossimilhanca generalizada, e sim uma razdo de duas fungdes de
verossimilhanca.

Teorema 2. Seja uma amostra aleatéria Xy, Xy, ..., X, com fp ou fdp fx(x;0), 0 € ©, em
que © é algum intervalo. Assuma que a familia tal que {fx(x;0) : 6 € O} tem uma razio de
verossimilhanca monétona na estatistica t(x):

i) Sea razdo de verossimilhanga em t(x) é mondtona nio-decrescente e se k tal que Py, (t(x) <
k) = wa, entio o teste Y com uma regido critica Cy = {(x1,x2,...,%xn) : t(x) < k} éum
teste uniformemente mais poderoso de tamanho o de Ho : 6 < 0 versus Hq : 6 > 6.

ii) Se a razdo de verossimilhanga em t(x) é monétona nio-crescente e se k tal que Py, (t(x) >
k) = w, entdo o teste Y com uma regido critica Cy = {(x1,x2,...,%xn) : t(x) >k} éum
teste uniformemente mais poderoso de tamanho « de Ho : 60 < 0 versus Hq : 6 > 6.

Exemplo 9. Seja X1, Xa, ..., Xy uma amostra aleatoria com fx (x;0) = 1/01o)(x), em que
6 > 0. Teste Hy : 6 < 0y versus Hy : 6 > 6y. Observe inicialmente que

n

L(0;x1,x2,...,x0) = [ [(1/6) = (1/6)"I(g9)(x).
i=1

Verificando o grifico da fungio densidade abaixo,

f(x;0) 4

1/0




observe que o valor de 6 deve ser no minimo tal que 6 > y = max(x). Logo o estimador de
mdxima verossimilhanca para 6 é = y = max (x), pois graficamente vemos que L(6; x) atinge
o maximo quando 6 assumir o menor valor possivel que é y = max(x).

L(6;x) 4

> 0

y = max(x)

Dessa forma percebemos, que L(6; x) é nio-crescente em 6, e por consequéncia, nio-crescente em
y = max((x)), uma vez que 6 > y. Assim,
L8 (x))  (1/0)'"gey(x)  (1/0)" L0 (v)

L(0"; (x)) — (1/6") T gem (x) — (1/6")* T g0 (y)

Logo,
L(6; (x)) _ (%—',’)n para 0 <y < 0’
L(0”; (x)) 0 para <y<9' '

sendo que essa razdo de verossimilhanga é uma fungio mondtona ndo crescente de y = max(x).
De acordo com o Teorema ??, um TUMP de tamanho « tem a seguinte decisdo: Rejeita Hy se
y > k, em que k é dado pela solugdo

=By > K = [ i)y

Como a densidade do mdximo é dada por fy(y) = n[Fx(y)]"~'fx(y), logo

to d 1 rbo .
w=Py[Y > K = [Cnly/ao Gl = g [Ty ay
0

[ k\"
- g -r1=1- ()
que implica que k = 6p/1 — a.
Exemplo 10. Uma densidade da familia exponencial uniparamétrica de distribuicdo com fp ou
fap
fx(x;0) = a(6)h(x) exp{c(0)d(x)},
considerando 0’ < 0", tem razdo de verossimilhanca
L(6%x) _ TTii; a(0)h(x) exp{c(6')d(x;)}
L(0";x)  TTizy a(0”)h(x) exp{c(6”)d(x;)}
_ a"(0") exp{c(6') il d(xi)}
- a"(0") exp{c(0”) LiLy d(xi)}

o exp {[e0) — (0" )}

~
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sendo t(x) = Y ; d(x;). Observe que fixado os valores de 6' e 8" a razdo de verossimilhanga é
mondtona nio-crescente em t(x). Fixado a amostra (x1, X, ..., Xy), a razdo de verossimilhanga
¢ monétona nio-crescente em c(6). O

Por esse exemplo, podemos apresentar o seguinte teorema,

Teorema 3. Seja uma amostra aleatéria X1, Xo, ..., X com fp ou fdp fx(x;0), 6 € ©, em que
© é algum intervalo. Assuma que fx(x;0) = a(0)h(x) exp{c(0)d(x)} et(x) = Y1, d(x;).

i) Se c(0) é uma fungido mondtona crescente em 6 e se existe um k tal que Py (t(x) > k) = a,
entio o teste Y com uma regido critica Cy = {(x1,x2,...,%,) : t(x) > k} é um teste
uniformemente mais poderoso de tamanho « de Ho : 0 < 6 versus Hq : 6 > 6y ou
Ho: 0 = 6y versus Hqi: 0 > 6.

ii) Sec(0) é uma funcio monétona decrescente em 6 e se existe um k tal que Py (t(x) < k) = «,
entio o teste Y com uma regido critica Cy = {(x1,x2,...,%y) : t(x) < k} é um teste
uniformemente mais poderoso de tamanho o« de Ho : 6 < 6y versus Hqi : 0 > 0y ou
Ho : 0 = 60y versus Hq : 60 > 0.

Demonstragio. Veja Exemplo ?2. O

Observe que o Teorema ?? é consequéncia do Teorema ??. Vejamos o seguinte
exemplo.

Exemplo 11. Seja X1, X, ..., X, uma amostra aleatéria de fx(x;0) = Qe_gxl(olw)(x), em
que ® = {0 : 0 > 0}. Teste Ho : 6 < 0y versus Hj : 0 > 6. Observe que

fx(x;0) = GI(O,W)(x) exp{—0x}
= a(6)h(x) exp{c(0)d(x)},

sendo a(6) = 0, h(x) = Ijg 0\ (x), c(8) = —0ed(x) = x. Entio fx(x;0) é membro da familia
exponencial. A fungdo de verossimilhanga pode ser dado por

L(G;xl,xz,...,xn):9”(1(0, )( exp{ szz}-

Considerando 6’ € ©g = {0 :0 < 0y} e’ € ©f = {60 :60 > 0}, portanto 0’ < 6”. Assim,

Ly L(0;x1,x0,...,x0)  (0")"exp{—0"1};x}
Lo L(0";x1,x0,...,x0) (0")"exp{—0"Y"  x;}
(0")"

= @) exp { CAR le} .

Sabemos que c(6) é mondtona decrescente em 6. Isso por consequéncia, tornou a razio de
verossimilhanga monétona crescente em t(x1, X2, ..., x,) = t(x) = Y.i' 1 x;. Como tomada de
decisio para um teste, observe graficamente:
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Percebemos que fixado um k para a razdo de verossimilhanga mondtona crescente em t(x) (lado
direito), se t(x) > k, 0 mais provivel é que a amostra com fx(x;.) tenha sido parametrizada
por 8’ do que por 6”. Dessa forma ndo haveria indicios para rejeitar a hipotese Hy. Agora se
t(x) < k o mais provdvel é que a amostra com fx(x;.) tenha sido parametrizada por 6" do que
por 0'. Dessa forma teriamos indicios para rejeitar a hipotese Ho. Assim, para um k tal que

Pgo(t(x> S k) =,

o teste correspondendo a regido critica C = {(x1,x2,..., %y : t(x) < k)} é o teste uniforme-
mente mais poderoso de tamanho o« de Ho : 0 < 0 versus Hq : 6 > 6.

Por outro lado, fixado um k para a razdo de verossimilhanga mondtona decrescente em t(x) (lado
esquerdp), se t(x) > k, o mais provdvel é que a amostra com fx(x;.) tenha sido parametrizada
por 8" do que por 0'. Dessa forma haveria indicios para rejeitar a hipétese Ho. Agora se t(x) < k
o0 mais provdvel é que a amostra com fx(x;.) tenha sido parametrizada por 6 do que por 6”.
Dessa forma ndo teriamos indicios para rejeitar a hipétese Ho. Assim, para um k tal que

Py (t(x) > k) = a,

o teste correspondendo a regido critica C = {(x1,x2,..., %, : t(x) > k)} é o teste uniforme-
mente mais poderoso de tamanho o de Ho : 0 < 0y versus Hq : 6 > 6. H

Os testes uniformemente mais poderosos baseados na razdo de verossimilhanca
nem sempre pode ser obtida, pois muitas vezes a distribuicdo de A (X1, X, ..., X;) é
intratavel (Exemplo da igualdade de varidncias, Mood(1974), pag. 439). Entretanto,
para grandes amostras a distribui¢do assintética de A (X, X, ..., X,) pode ser obtida.

Teorema 4 (Distribuicdo assintética do TRV - Hy simples - Casella, port pag 437). Seja
uma amostra aleatéria X1, Xo, ..., Xy com fx(x;0). Para testar Hg : 0 = 0y versus Hq : 0 #
01, a medida que n — oo,

—2log A(x) LN X3 )

em que x+ é uma varidvel aleatéria com distribuigdo de qui-quadrado com 1 grau de liberdade. [

O teste serd: rejeita o : 0 = 6y se —2log A(x) > xi,, tal que

lim Py, (rejeitar Ho) = a.
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Teorema 5 (Distribuicao assintética do TRV - Caso geral - Casella, port pag 438). Seja uma
amostra aleatéria X1, Xy, ..., Xy com fx(x;0). Para testar Hy : 0 € O versus Hy : 6 € O,
sendo ® C ©, a medida que n — oo,

—2log A(x) LN X2, (10)

em que x> é uma varidvel aleatéria com distribuigio de qui-quadrado com v grau de liberdade. O
valor de v é iqual a diferenca entre o niimero de pardmetros livres especificados por 6y € © e o
niimero de pardmetros livres especificados por 6 € Qy. O

Em geral o célculo dos graus de liberdade para a estatistica do teste é direto. Consi-
dere que ® = {60y,60,,...,0,} e ®y = {61,6,,...,0,}, entdov = q — p, para p < q.
O teste sera: rejeita Ho : 0 € Op se —2log A(x) > x?,, tal que

lim Py(rejeitar Hy) = a, para cada 6 € .
n—oo

Depois que um teste de hipétese foi realizado, as conclusdes devem ser relatadas de
algum modo estatisticamente significativo. Um método para relatar os resultados de
um teste de hipo6tese é expor o tamanho «, do teste utilizado e a decisdo de rejeitar ou
ndo rejeitar Hy. O tamanho do teste fornece informagdes importantes. Se a for pequeno,
a decisdo de rejeitar Hy é bastante convincente, mas se a for grande, a decisdo de rejeitar
Hp ndo é muito convincente porque o teste tem uma grande probabilidade de levar,
incorretamente, a esta decisao.

16



