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1.1 Introducao

Até o momento, todos os critérios que consideramos na Inferéncia Cléssica foram baseados em amostras
finitas. Por outro lado, poderiamos considerar propriedades assintéticas, que descrevem o comportamento
de um procedimento conforme o tamanho da amostra tende para o infinito.

O poder das avaliagoes assintdticas é que, quando o tamanho de uma amostra vai para o infinito,
os calculos sdo simplificados. Avaliagées que foram impossiveis no caso de amostras finitas se tornam
rotineiras. Essa simplificacdo também nos permite examinar outras técnicas (por exemplo bootstrap) que
tipicamente podem ser avaliadas assintoticamente.

1.2 Estimacao Pontual

Consisténcia

A propriedade de consisténcia parece ser fundamental, requerendo que o estimador convirja. para o
“correto” valor conforme a amostra vai para o infinito. Essa é uma propriedade fundamental, uma vez que
o valor de um estimador inconsistente deve ser questionado (ou no minimo vigorosamente investigado).

Consisténcia (bem como todas as outras propriedades assintéticas) consiste de uma sequéncia de
estimadores ao invés de um tUnico estimador, embora seja comum dizer de um estimador “consistente”.
Se observamos X1, X», ... de acordo com uma distribui¢ao f (= |#), podemos construir uma sequéncia de
estimadores W,, = W,, (X1, ..., X;,) meramente por aplicar um mesmo procedimento em cada amostra de
tamanho n. Por exemplo, X; = X1, X5 = (X1 + X3)/2, X3 = (X1 + X2 +/X3)/3, etc. Podemos agora
definir uma sequéncia consistente.
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Defini¢ao 1.2.1. Uma sequéncia de estimadores Wy, = W, (X1, ..., X;,) € uma sequéncia consistente de
estimadores do parametro 0 se, para todo € > 0 e todo 6 € ©,

Tim Py [[Wy — 6] <& =1 (1.1)

Informalmente, a definigao diz que conforme o tamanho da amostra vai para o infinito ( e a
informacao amostral se torna cada vez melhor), o estimador estara arbitrariamente perto do pardmetro
com alta probabilidade, uma propriedade eminentemente desejavel. Ou, olhando por outro lado, podemos
dizer que a probabilidade de que sequéncia consistente de estimadores perde o verdadeiro parametro é
pequena. Uma equivalente forma é essa: Para todo € > 0 e todo 8 € O, uma sequéncia consistente W,
satisfara

Jim Py [Wn—0]>¢]=0 (1.2)

A definicao deve ser comparada & defingao de convergéncia em probabilidade. A defini¢ao [1.2.7]
diz que uma sequéncia consistente de estimadores converge em probabilidade para o pardmeotro theta
que ¢ estimado. Contudo, a definicdo de convergéncia em probabilidade é de acordo com uma sequéncia
de varidveis aleatérias com uma estrutura de probabilidade, a definicdo [1.2.1] estd de acordo com uma
familia de estruturas de probabilidade, indexadas por theta. Para cada diferente valor de 6, a estrutura
de probabilidade associada com a sequéncia W,, é diferente. E a definicdo diz que para cada valor de
theta, a estrutura probabilistica é tal que a sequéncia converge em probabilidade para o verdadeiro theta.
Essa é a definicao usual entre a definicdo probabilistica e a definicio estatistica. A definicdo probabilistica
se trata de uma estrutura probabilistica, mas a defini¢do estatistica estd relacionada com toda familia.

Definicao 1.2.2. Uma sequéncia de varidveis aleatérias X1, Xo, ..., converge em probabilidade para uma
varidvel aleatoria X se, para todo € > 0,

nh_)rroloPHXn—X\ >el=0 (1.3)
ou, equivalentemente,

lim P[|X, - X|<e]=1 (1.4)

n—oo

As X1, Xo, ... na definicdo sdo tipicamente varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, como em uma amostra aleatéria. A distribuicdo de X,, muda conforme o subscrito muda, e
os conceitos de convergéncia descrevem modos diferentes pelos quais a distribuicao de X,, converge para
alguma distribui¢ao limitada conforme o subscrito se torna alto.

Exemplo 1.2.0.1. (Consisténcia de X) seja X1, Xa, ... uma amostra iid N (0,1), e considere a sequén-

— n _
cia X, = % > X;. Mostre que X € consistente.
i=1
SOLUCAO

Dado € > 0. Sabe-se que X, ~ N <(9, %) Dat,

P@[’Xn—9‘<é‘] :Pg[—€<Xn—0<8]
=Py[-e+0< X, <ec+¥
:Pg[9—6<Xn<9+€]

2
O+e 1 _§<Xn_19) dz
= _ ¢ n Tn
0—= Var (V1/n)

_[Fn
B —e V21
s Vn ~5(vay)®
= _— 2 d

—¢ \/271'6 4

e_%(y)zdy
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=P [—V/ne < Z < \/ne]
= lim P[—vne <Z </ne] =1

e, portanto, X, € uma sequéncia consistente de estimadores de 6.

Em geral, um calculo detalhado, como visto no exemplo anterior, ndo é necessario para verificar
consisténcia. Em algumas situagoes, podemos usar a Desigualdade de Chebychev, que é dada por

Ey [(Wn - 0)2]

Jim Py [[Wy, — 0] > e] < = (1.5)
entdo se, para todo 0 € O,
. 2]
Jim By (W = 0)7] =0
a sequéncia de estimadores é consistente. Além disso,
Ey [(W = 0)] = Varg [W,] + (Viesy [W,))? (1.6)

Definicdo 1.2.3. (Desigualdade de Chebychev) Seja X uma varidvel aleatéria e g() uma fungdio
ndo negativa com dominio na reta real. Entdo

Elg (X)]

Ply(X) = H < =5

para todo k > 0. Ainda, se X é uma varidvel aleatdria com variincia finita, tem-se que
PIX = p| > ro] = P[(X = p)* > r%0?| < Vr >0 (1.7)

alternativamente,

Demonstracao. As expressoes e sao obtidas considerando-se a funcao v (x) = (z — u)2 da seguinte
forma:

Plg(x) > K <20
N2
=P [(X —p)’ > k| < t [(Xk 2N
=P [(X —p) > k] < V‘”];[X], k= rVar [X]
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Exemplo 1.2.0.2. Seja X ~ exp (A\) e g(x) = |z|. Mostre que a desiqualdade de Chebychev vale.
SOLUCAO
Pela Desigualdade de Chebychev temos que
EX]

PIX > k] <=~

:>/)\e_’\zdx <

w\wu

= / e Mdr < H

1

< —

E kA
7>\k<i
— kA

= log (e*)‘k) < log <kl)\>

= — Mk < —log (kN)
=Mk > log (kM)

= e |

=e

Portanto, a desigualdade vale.

1.3 Estatistica de Ordem

Valores amostrais como a menor, maior ou mediana observagao de uma amostra aleatéria podem promo-
ver informagoes adicionais de sintese. Por exemplo, a maior vazao de um rio ou a menor temperatura de
inverno registrada durante os tltimos 50 anos poderia ser um dado 1til no planejamento de emergéncias
futuras. O prego mediano de casas vendidas durante um més anterior poderia ser util para estimar o
custo de moradia. Esses sao exemplos de estatisticas de ordem.

Definicao 1.3.1. A estatistica de ordem de uma amostra aleatoria X1, ..., X, sdo os valores amostrais
organizados em ordem ascendente. Eles sao denotados por X(1y,...,X ).

As estatisticas de ordem sdo varidveis aleatérias que satisfazem X (1) <... < X(,). Em particular

X1y = min {X;}

1<i<n

X(2) = segundo menor {X;}

X(n) = Imax {X}

1<i<n

Uma vez que elas sdo varidveis aleatérias, podemos discutir as probabilidades que elas assumem sobre
varios valores. Para calcular essas probabilidades precisamos das fdp’s ou fd’s das estatisticas de ordem.

Se X1,...,X,, sdo variaveis aleatorias iid discretas, entdo o calculo das probabilidades para as esta-
tisticas de ordem é essencialmente um exercicio de contagem. Se X7,..., X, sdo varidveis aleatorias de
uma populacdo continua, entdao expressdes convenientes para a fdp de uma ou mais estatisticas de ordem
podem ser obtidas. Essas podem ser usadas para obter as func¢oes de distribuicdo das estatisticas de
ordem.

Teorema 1.3.1. Seja X1,..., X, uma amostra aleatoria de uma distribuicao discreta com fdp fx (x;) =
pi, onde x1 < 3 < --- sS40 0s possiveis valores de X em ordem ascendente. Defina

Py=0
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P =p
P, =p1 +p2

Pi=pi+p2+...+p;

Seja as estatisticas de ordem de uma amostra denotadas por X1y, ..., X(y). Entao

P [X(j) < l’z} = Zn: ( Z )Pik (1—p) " (1.9)

k=j

n

PXg =] = ( Z ) (PE(=P)* = PE (1= Py ] (1.10)

k=j
Se X1,..., X, é uma amostra aleatéria de uma populacao continua, entao a situagao é simplificada li-
geiramente pelo fato de a probabilidade ser zero para quaisquer duas variaveis X ]’-s iguais, livrando-nos das

preocupacao dos empates. Entao P [X(l) <. .. < X(n)] = 1 e o0 espago amostral para X() < ... < Xy
é{(x1,...,mp) 11 <2 < ...<Tp}.

Teorema 1.3.2. Seja X(1) < ... < X(y) as estatisticas de ordem de uma amostra aleatéria, Xi, ..., Xy,
de uma populagdo continua com fd Fx (x) e fdp fx (x). Entdo a fdp de X(; ¢

nt Jj—1 _ xn—j
GG () [P @ 1 P (o) (111)

Com as expressoes e podemos obter as expressoes para as estatisticas de ordem do maximo
e minimo de uma amostra aleatéria. Assim,

Fxg (@) =

-y ( . ) (B (@) [1 ~ Bx ()" - ( . ) [Fx @)° [1 -~ Fx (2)]"
——

1

1 1

Exemplo 1.3.0.3. (Fdp da Estatistica de Ordem Uniforme) Seja X1, ..., X, uma amostra iid de
uma Uniforme(0,1), entao fx () =1 para x € (0,1) e Fx (z) = x para x € (0,1). Obtenha a fdp para a
j-€sima estatistica de ordem.

SOLUCAO

Usando a expressao temos que

(] - 1)'n('n _ j)'fX (CL') [FX (x)]j—l [1 _Fy (x)]n—j
n! - .
T G-l (n—) 3 O
— ['(n+1) [ gD
F(j)F(n—j+1) )

Ixg) (@) =
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Entao, a j-ésima estatistica de ordem de uma amostra da Uniforme(0,1) tem uma distribui¢ao Beta(j,n—
j+1). Disso, podemos deduzir que

E [X(j)} - n—Ji- 1
Var {X(])} = j(n_j+1)

(n+1)% (n+2)

1.4 Conceitos de Convergéncia

Essa secao tratard de alguns conceitos e idéias de quando o tamanho de uma amostra se aproxima do
infinito e investigar o comportamento de certas quantidades amostrais e seus acontecimentos. Embora
a nocdo de uma amostra infinita seja um artificio tedrico, as vezes isso pode propiciar algumas tteis
aproximacgoes para o caso de amostra finita, uma vez que algumas expressGes se tornam simplicadas
quando tratadas no limite.

Vamos olhar o comportamento de X,,, a média de n observacoes, conforme n — oco.

Convergéncia em Probabilidade

E um tipo de convergéncia considerada mais fraca que as demais e é, portanto, facil de ser verificada.
A definicdo de convergéncia em probabilidade é dada na definicao [1.2.2
Frequentemente, estatisticos se deparam com situagoes o limite de uma varidvel aleatéria é uma
constante e a variavel aleatoria na sequéncia sdo médias amostrais. O mais famoso resultado desse tipo
¢é o seguinte.

Teorema 1.4.1. (Lei Fraca dos Grandes Numeros - LFGN) Seja X1, X2, ... varidveis aleatdrias
iid com E[X;] = u e Var[X;] = 0% < 0co. Defina X, = (1/n) 3", X;. Entdo, para todo £ > 0,

lim P [|X, —pf <] =1 (1.12)

n—o0

ou seja, X, converge em probabilidade para p.

Demonstragdo. Para provar a LEFGN, recorreremos & Desigualdade de Chebychev. Temos que, para todo
e >0,

2
PNY—MZdZPUX—ufzf}SE“i;M}
(X —p)
e2

E 2} Var[)_(n} 2
N2 2 _ -7
=>P{(X M)Ze}g = =
o2
=1-P||X - < —
X —pl<d< T
o2
SPX —pl<el 21— 5=
e2n
2
= lim 1 - —— =1
n—00 en

O]

A Lei Fraca dos Grandes Numeros elegantemente afirma que, sob condi¢oes gerais, a média amostral
se aproxima da média populacional conforme n — oo. De fato, existem versdes mais gerais da LFGN,




1.4. Conceitos de Convergéncia

onde assumimos apenas que a média é finita. Contudo, a versdo estabelecida no teorema[1.4.1|é aplicada
em muitas situagoes praticas.

A propriedade sumarizada pela LFGN, que a sequéncia de mesmas quantidades amostrais se aproxima,
de uma constante conforme n — 0o, é conhecida como consisténcia.

Exemplo 1.4.0.4. (Consisténcia de S?) Suponha que temos uma sequéncia X1, Xo, ... de varidveis
aleatérias iid com E[X;] = u e Var[X;] = 0? < co. Mostre que S> é um estimador consistente pela
LFGN.

SOLUCAO

Usando a desigualdade de Chebychev, temos que

EB[(82 0% var[sy

PHSEL_O—Z‘ 28} = g2 g2
=1-P||S2 0% <¢] §Va7;2[53;]
S PS RPN 1 Gt =
15

1 - 1
= lim 1—[(u4—Ha4)]52—1

n—00 n n—1

e portanto, uma condigio suficiente que S convirja em probabilidade para o? é que Var [S,%] — 0
conforme n — o0.

Uma extensao natural da definicdo [1.2.2] estd relacionada a fungoes de varidveis aleatérias. Ou seja,
se uma sequéncia Xp, Xo,... converge em probabilidade para uma varidavel aleatéria X ou para uma
constante a, podemos fazer qualquer conclusao sobre a sequéncia das varidveis aleatorias h (X1) ,h (X2) ...
para alguma funcdo h comortada razoavelmente? O préximo teorema mostra que isso acontece.

Teorema 1.4.2. Suponha que X1, Xa,... convirja em probabilidade para uma varidvel aleatoria X e h
uma fungdo continua. Entdo h(X1),h(X2),... converje em probabilidade para h (X).

Exemplo 1.4.0.5. (Consisténcia de S) Se S2 é um estimador consistente de 02, entdo pelo teorema
o desvio padrio amostral S, = \/S2 = h (S2) é um entimador consistente de o. Note que Sy ¢,
de fato, um estimador viesado de o, mas o viés desaparece assintoticamente.

Convergéncia Quase-certa

Um tipo de convergéncia que é mais forte que a convergéncia em probabilidade é a convergéncia quase
certa (algumas vezes sabidamente confundida com convergéncia com probabilidade 1). Esse tipo de
convergéncia é similar a convergéncia pontual de uma sequéncia de fungoes, exceto que a convergéncia
nao necessariamente ocorre em um conjunto com probabilidade 0 (dai o “quase” certo).

Definigao 1.4.1. Uma Sequéncia de varidveis aleatorias X1, Xo, ... converge quase certo para uma va-
ridvel aleatoria X se, para todo € > 0,

P|lim |X, - X| <e| =1 (1.13)

Note a similaridade entre as definigdes e Embora elas parecam similares, existem afir-
magoes muito diferentes, sendo a definigao muito mais forte. Para entender a convergéncia quase
certa, devemos relembrar conceitos a defini¢do basica de varidvel aleatéria. Uma varidvel aleatéria é uma
funcao de valor real definida sobre o espaco amostral S. Se o espaco amostral tem elementos denotados
por s, X, (s) e X (s) sdo todas fungds definidas em S. A definicdo afirma que X,, converge para X
quase certamente se as fungdes X, (s) convergem para X (s) para todo s € S exceto, talvez, para s € N,
onde NC SeP(N)=0.




Capitulo 1. Notas de Aula

Exemplo 1.4.0.6. Seja o espago amostral S o intervalo fechado [0,1] com distribuicdo de probabilidade
uniforme. Defina as varidveis aleatorias X, (s) = s+ s" e X (s) = s. Dai

lim | X, (s) — X (s)] = lim |s + s — 5]

n—oo
0, 0<s<1
— 15 n| __ ) —
—T}Lﬂgoisl—{l, s=1

=P | lim | X, (s) = X (s)| <e| =P0<s<1 =1

note que X, (1) = 2 para todo n tal que X, (1) ndo converge para 1 = X, (1). Mas, uma vez que a
convergéncia ocorre sobre o conjunto [0,1) e P[[0,1)] =1, X, converge quase certamente para X.

Como poderia se esperar, convergéncia quase certa, sendo um forte critério, implica convergéncia em
probabilidade. O contrario ndo é verdade. Contudo, se uma sequéncia converge em probabilidade, é
possivel encontrar uma subsequéncia que tem convergéncia quase certa.

Novamente, estatisticos sdo confrontados as vezes com a convergéncia para uma constante. Vamos
afirmar agora, sem provar, uma forte analogia da LFGN, a Lei Forte dos Grandes Nimeros (LSGN).

Teorema 1.4.3. (Lei Forte dos Grand_es Ndmeros) Seja X1, Xa, ... varidveis aleatorias iid com
E[X;]=peVar[X;] =0? < oo, e defina X, = (1/n) X", X;. Entdo, para todo & > 0,

Pllim |X, - p| <] =1 (1.14)

n— o0

ou seja, X, converge quase certo para (i

Para ambas LFGN e LSGN temos a pressuposicao de variancia finita. Embora essa pressuposicio seja
verdadeira (e desejdvel) em muitas aplicagoes, ela é, de fato, uma forte pressuposigdo que é necessaria.
Ambas as leis funcioam sem essa pressuposigao. A tnica condigdo necessaria no momento é que E [| X;|] <
0.

Convergéncia em Distribuicao

A seguinte definicdo mostra quando uma sequéncia de varidveis aleatérias X; converge em distribuicao
para uma v.a. X.

Definigao 1.4.2. Uma sequéncia de varidveis aleatorias X1, Xa, ..., converge em distribuicdo para uma
varidvel aleatoria X se
nhﬁnrolo Fx, (z) = Fx (v) (1.15)

em todos os pontos x onde Fx (x) € continua.
OBS.: A convergéncia de Fy, (z) em Fx (x) é apenas pontual.

Exemplo 1.4.0.7. (Mdzimo de Unformes) Se X1, Xo, ... sdo iid uniformes (0,1) e X,y = maxi<;<n Xi,
vamos examinar se (e para onde) X,y converge em distribuicdo.

SOLUCAO

Conforme n — oo, esperamos que X(,) se aprorime de 1 e, como X,y deve ser necessariamente
menor que 1, temos que, para todo € > 0,

=P |X(u > 1+¢e|+P X <1-¢]

=0
=0+ P [X(y <1—¢]
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=(1-¢)"
=lim (1-¢)"=0, 0<e<1

n—o0

Portanto, X () converge em probabilidade para 1. Contudo, se tomarmos € = t/n temos que

t AN
PIXpy<l——|=[(1-=) =e
L n | n
- .
2P| Xpy<1l——|—=e’
L nl
: .
SP | Xpy>1——| =1—¢e
L U

t
=P X(n)_1>_:| —1—et

=P —X(n)+1<] —1—e"
n

=P n (1_X(n)) < t} —1—et

=n (1 - X(n)) ~ exp (1)

ou seja, a v.a. N (1 — X(n)> converge em distribuicao para uma v.a. erponencial(1).

Notem que embora foi dito que uma sequéncia de varidveis aleatorias convergem em distribui¢ao, na
verdade suas fungoes de distribuicao de probabilidade que converge, nao as variaveis aleatérias. Esse modo
de convergéncia em distribuicdo é um pouco diferente da convergéncia em probabilidade ou convergéncia
quase certa. Porém, isso implica em outros tipos de convergéncia.

Teorema 1.4.4. Se a sequéncia de varidveis aleatorias X1, Xa, ..., converge em probabilidade para uma
v.a. X, a sequéncia também converge em distribuicdo para X.

Uma forma mais abrangente do teorema [1.4.4] acima é visto no seguinte teorema.

Teorema 1.4.5. A sequéncia de varidveis aleatdrias X1, Xo, ..., converge em probabilidade para uma
constante p se, e somente se, a sequéncia também converge em distribuicdo para p. Ou seja, a afirmacdo

P HX(n) — ,u‘ > 8} — 0, para todo € > 0 (1.16)
€ equivalente a
PX, <a]—»{ B 5¢T<H (1.17)
"= 1, sex > p '

A média amostral é uma estatistica cujo comportamento de amostras de tamanho grande é bastante
importante. Em particular, queremos investigar sua distribuicdo limite. Essa idéia é resumida em um
dos mais importantes teoremas em estatistica, o Teorema do Limite Central (TLC).

Teorema 1.4.6. (Teorema do Limite Central) Seja X1, Xs, ... uma sequéncia de v.a. iid cuja fungdo
geradora de momentos (fgm) exista e uma vizinhanga de 0 (ou seja, Mx, (t) existe para |t| < h, para
algum positivo h. Seja E[X;] = p e Var[X;] = 02 > 0. (Ambos pu e o® sdo finitos e mgf existe)
Defina X,, = (1/n) X", X;. Seja G, (z) que denota a fda de \/ﬁ()_(n — ,u)/a. Entao, para todo ,
—00 < & < 00,

. [ 1
nlLIgOG(x)—/me 2 dy

ou seja, \/n (X'n — u) /a tem como distribuicdo limite a normal padrdo.




Capitulo 1. Notas de Aula

O teorema tem algumas caracteristicas interessantes. De comego, nao existem praticamente
nenhuma suposicao sobre a distribui¢do em que a amostra foi obtida, ou pelo menos de qual se suspeita
(além da indepedéncia e variancia finita), o resultado final serd a normalidade! O ponto aqui é que a
normalidade vem de somas de “pequenas” (variancia finita), independentes distirbios. A suposigao de
variancia finita é essencialmente necessaria para a convergéncia a normalidade. Embora isso possa ser
relaxado, caso ndo possa ser eliminado.

Enquanto que revelamos a maravilha de TLC, é também importante refletirmos sobre suas limitagoes.
FEmbora o dé uma aproximagao geral importante, ndo existe m meio automético de sabermos o
quao boa é a aproximacao em geral. De fato, a bondade dessa aproximacao é uma func¢ao da distribuicao
original, e deve ser checado caso a caso. Além disso, com os correntes avancos computacionais, o uso
das aproximacoes pelo Teorema do Limite Central fica um pouco diminuida. Contudo, desprezando suas
limitacoes, é ainda considerado um grande resultado.

OBS.: Uma versao mais forte do TLC ¢é omitir a hipdtese de existéncia da mgf e manter a existéncia de
E[X;] = pe Var[X;] = o>

Exemplo 1.4.0.8. (Aproximacdo Normal para a Binomial Negativa) Seja X1, Xo, ..., X,, uma
amostra aleatoria de um distribuicao binomial negativa(r,p). Lembramos que

1-— 1-—
Ex]="0P ppy =t op) zp)
p p
e o TLC nos diz que
% % r(1-p) e r(1—p)
Xn — U . Xn - D o Xn - D
o [rG-p) v [ri—p N (0.1)

p? p2

O cdlculo aprozimado de probabilidade é mais ficil do que o cdlculo exato. Por exemplo se r =10, p = 3

2
en =30, o cdlculo exato seria

P[X <11 =P f:Xi < 330
i=1

N——
Y=>" X;~BN(nr,p)

330 300 x

- 1 1

:Z<3oo+x 1 ) () () Y

‘ T 2 2

=0

pelo TLC temos a sequinte aproximagdo considerando que p = E[X] =10 e 0 = \/Var [X] = V20,
P X <11 =P (X1~ 10) <11 - 10]

_P' X509 — 10 _-10
[\ v20 /T V20

X30 — 10 11—10
_p m() gm]

V20 V20
=P[Z <1,22] = 0,8888

Uma aproximagdo que pode ser usada conjuntamente com o TLC é conhecido como Teorema de
Slutsky, apresentado a seguir.
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Teorema 1.4.7. (Teorema de Slutsky) Se X,, — X em distribuicio e Y,, — a em probabilidade, sendo
a uma constante, entao

e Y, X, — aX em distribuicdo.
e X,,+Y, > X +a em distribuicdo.
Uma aplicacdo comum do teorema ¢ ilustrada no seguinte exemplo.

Exemplo 1.4.0.9. (Aproximacdo Normal com varidncia estimada) Sabemos pelo TLC que

‘/ﬁ(i"_“) ~ N (0,1)

mas o valor de o é desconhecido. Sabemos também que
2 2 2 2 Sn
S, =0 =>14/S2=5, > Voi=0=>— =1
o

ou seja, a variancia amostral converge em probabilidade para a variancia populacional. Portanto, pelo
teorema [1.].7] temos que

v (=) - Vi (=) Si — N (0,1)

Sh g n
—_—

—~—
—N(0,1) —1

Vn(Xn—p)

Logo, assintoticamente ——o—— ¢ uma grandeza pivota e pode-se obter o intervalo de confianga aproxi-
n
mado. Dai

i)
Sn

=P —20,975 <

~Z

Vvn (Xn - ,U)

— < 2z9975| ~ 0,95
Sn ’

S, x 1,96 S, x 1,96}
Jn

NG
. 196xS, - 196xS
=1C (:u)aproximado = [Xn - \/ﬁ n; Xn + \/ﬁ n}

:P{)_(n— <p< X+

em que X, ndao precisa ser de uma distribuicao normal.

O Método Delta

Nas secOes anteriores foram vistas condigdes sobre as quais uma variavel aleatéria tem no limite distri-
buicdo normal. Muitas vezes, contudo, ndo estamos interessados na distribui¢do de uma determinada
v.a., mas em alguma funcio da varidvel aleatoria.

Por exemplo, suponha que foram observadas X1, X, ..., X,, v.a. independentes de uma Bernoulli(p).
Em muitas situagdes o pardmetro de interesse é p, que é a probabilidade de sucesso, e é estimado por
D= (%) Zn: X;, que é o estimador de maxima verossimilhanca de p. Em medicina, por exemplo, uma

estimativa clie p fornece a probabilidade de um paciente obter a cura sobre um determinado tratamento
e suponha que essa probabilidade seja p = 0,9, ou seja, a probabilidade de ele ser curado é de 90%.
Considere a seguinte medida: %p. Se p = 0,9, entao f 5= 9. Essa medida é chamada de chance (odds)
e representa a chance de cura de um paciente em relagao a ele nao ser curado. No caso, seria de 9:1, ou
seja, a cada 10 pacientes, 9 sdo curados.

Embora o parametro 2 - seja uma medida interessante e muito utilizada, nao se conhece a distribuicao
desse pardmetro e fazer inferéncias sobre esse pardmetro sao dificeis de serem realizadas.
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Para situacoes do tipo, o método Delta podera ser utilizado e permitira obter aproximacoes razoaveis
para responder questées como do exemplo acima.

O método Delta utiliza aproximacao por séries de Taylor, que permitird aproximar a média e a
variancia de funcGes de varidveis aleatorias. Faz-se, entdo, necessario uma breve revisao de séries de
Taylor.

Defini¢io 1.4.3. Se uma funcio g(x) tem derivadas de ordem r, ou seja, g\ (z) = d‘i;g(x) existe,

entdao para qualquer constante a, o polinomio de Taylor de ordem r sobre a é

r o (g ,
TT(SU):ZQ ()(x_a)z
=0

il

e a aprozimagio de g(x) por T, (x) é dada por

g (@) ~g(z0) + )

i=1

Tr(x)

Da definicao acima, chega-se ao maior teorema de Taylor, que diz que o resto da aproximagao,
g (x) =T, (x), sempre tende a zero mais rapido que os termos de ordem superior, ou seja,

L 9@ =T, (@)

r—a (g; — a)r =0

Em muitas aplicacbes estatisticas do teorema de Taylor, as séries de Taylor de primeira ordem, ou
seja, aproximagoes usando a primeira derivada (tomando r = 1 nas férmulas acima), sdo muito utilizadas.

Podemos estar interessados em uma versdo multivariada das séries de Taylor. Seja X7, ..., X} uma
sequéncia de variaveis aleatorias com médias ay, ...,a, € defina X = X4,....X; e a = aq,...,ax. Suponha
que existe uma fungao diferencidvel g (X) (um estimador de algum pardmetro) para o qual queremos
uma estimativa da varidncia. Defina

0
gz/' (a) = 8%9 (%) |x1=a1, vy Tp=0

A expansdo de primeira ordem da série de Taylor de g sobre a é

g(x)=g(a)+ Zgg (a) (z; — a;) + restante (1.18)
i=1

Como estamos interessados em uma aproximacio de primeira ordem, deixaremos de lado os termos
restantes, dai reescrevemos a equagao por

g(x) =g @)+ gi(a) (@ — a) (1.19)
1=1

Agora, aplicando e esperanca em ambos os lados da expressao temos

k
Eqlg(X)] ~ g (a) + > gi (a) (Xi — a;)
i=1

Podemos agora aproximar a varidncia de g (X) por

Vary[g(X)] =E, [(9 (X)—g (a))ﬂ
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L =1 L
[k 2
< |3 (Gro@) (G- + 23 @) oo (e) (X —a) (X —a

s
I
—

’ 4 (a)i (a) COV [X;, Xj]
a7 8acjg ©ed

Q
(-
7 N 7N
Q
&
Q
E
N— N——
<
8
3
S
. s
+
N
Q
S
E
7
8
Q
E
&
2
&
e
2
<

Q

s
Il
—

em que a ultima linha da expressdo acima vem da expansdo dos quadrados e usando a definicdo de
varidncia e covariancia. HEssa aproximacao é muito util porque os dd uma férmula para a varidncia de
uma funcao geral, usando apenas as simples varidncias e covariancias.

Como X ¢é uma varidvel aleatéria e queremos obter uma aproximagao para sua média, temos que
E[X] = p, pois X ~ f(x; u). Podemos, em analogia as expressoes anteriores, obter as expressoes para
a média e varidncia de X. Assim, a média é aproximada por

9(X) =g (n) +g' (1) (X — p)
Eulg(X)] ~E [g(p) + ¢ (1) (X = p)]
~g (1) + g (1) (E[X] - p)
~g (E, [X])

e a variancia por

Var, [g(X)] ~Vam [9 (1) + 9" (1) (X = p)]

By [(9(X) - [wmﬂ
~E [(u (1) (X =) = B [g (1) + o (1) (X = )]
~E, (9 () (X = p)*] = (' ()* B [(X — )’]
~ (g (1) Vam[ ]

Com isso, vamos retornar ao exemplo do inicio dessa secao.

Exemplo 1.4.0.10. Estamos interesados nas propriedades de 1%13 como uma estimativa de 1541), onde p

é a uma probabilidade de sucesso. Na notagao utilizada, g (p) = % entao ¢' (p) = (1fp)2. Dai
N A\ _ b
Eplg (D) = g(Ep[p) =9 () = T— —
R R R 1 p(d-p) P
Var ~ (¢ Var = =
plg (P)] ~ (9" (D))" Vary [p] T = YT

que nos dd uma aproximacdo para a varidncia de nosso estimador.
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A seguir mais um exemplo da utilidade das aproximacoes

Exemplo 1.4.0.11. Considere duas varidveis aleatorias com distribuicao exponencial, ou seja, X ~
exp (a) e Y ~ exp (), e independentes. Considere uma outra varidvel aleatéria Z = g(X,Y) = % Qual
E[Z]) eVar|Z]?

SOLUCAO

Utilizando as aproximagoes para a média e variancia temos que

Eg(X.)Y)] =g (E[X].E[Y])
JEX LB
TEY] % o«

e para a variancia,
X,Y)\? X,Y)\?
Var|Z] ~ (89(’)) Var [ X] + <(9g(,)> Var[Y]
ox y

cujas derivadas parciais sao

dg(XY) 1 9 (1 1>:ﬂ

or  y 07 \a'B
dg (XY g (11 1 2
g():_‘g#g(7>:_a :_67
Oy Y oy~ \a'p

logo,

Apés a axposicao das idéias do método Delta e dos exemplos, vamos apresentar de maneira formal o
seguinte teorema do método Delta.

Teorema 1.4.8. (Método Delta) SejaY,, uma sequéncia de varidveis aleatdrias que satisfaz /n (Y, —6) —
N (0,02) em distribui¢io. Para uma dada fungio g e um especifico valor de 0, suponha que g’ (6) exista
e nao ¢ 0. Entdo

V(g () = g (0)) = N (0,02 (¢ (0))*) (1.20)

em distribuicdo.

Demonstragdo. A prova do teorema [1.4.8] utiliza todas as consideracdes ja feitas sobre a aproximagao da
média e varidncia e das séries de Taylor. A demonstracdo pode ser colocada da seguinte forma: pela
expansao de Taylor de primeira ordem de ¢g(Y,) em torno de Y,, = 6 temos que

e para a média
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Logo, considerando os resultados acima e o Teorema de Slutsky (teorema|l1.4.7)) o reultado do teorema
4.8 vale. O

OBS.: Se ¢’ () = 0 o método Delta nao funciona.
Neste caso vamos utilizar a expansao de Taylor de ordem 2, que serd mostrado a seguir

g(Yn)=9g(0)+d (0)(Y,—0)+ 9" () (Y, — 0)* + restante

que sera utilizado no método Delta de segunda ordem.

Teorema 1.4.9. (Método Delta de segunda ordem) Seja Y, uma sequéncia de varidveis aleatorias
que satisfaz /n (Y, —0) - N (0,02) em distribuicdo. Para uma dada fungdo g e um especifico valor de
6, suponha que g’ (0) =0 e ¢g" (0) exista e ndo € 0. Entio

/!
0
Viilg (V) — g 0) = o220 s (121)
em distribuicdo.

Demonstragdo. A prova do teorema [1.4.9] utiliza todas as consideracdes ja feitas sobre a aproximagao da
média e varidncia e das séries de Taylor. A demonstracao pode ser colocada da seguinte forma: pela
expansao de Taylor de segunda ordem de g(Y;,) em torno de Y,, = 6 temos que

como M — N (0,1) em distribuicio e Z ~ N (0,1) = Z% ~ x? temos que

n(g(Yn) —g(0))
g"(0)

2
07

= — X3

= (g (V) — g (0) > T

11
e 9 .
que converge em distribui¢do para o fator anT()ﬁ, que nada mais é do que uma Y3 escalonada por
11
uma fator anTw). O
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1.5 Meétodos para avaliar estimadores

Existem varias técnicas para encontrar estimadores pontuais. Uma dificuldade que existe é que pode-se
aplicar mais de um método de estimacdo em situacodes particulares e devemos fazer uma escolha de um
entre os estimadores utilizados. E possivel que diferentes métodos de encontrar estimadores levem a
mesmas respostas, e alguns com célculos mais ficeis, mas, em muitos casos, métodos diferentes levam a
resultados diferentes.

Sera discutido a seguir alguns métodos para avaliar estimadores para auxiliar na escolha entre varios
estimadores.

Erro Quadratico Médio

Considere uma amostra finita. Uma primeira medida de qualidade de um estimador é o erro quadratico
médio, apresentado a seguir.

Definig¢ao 1.5.1. O erro quadrdtico médio (MSE) de um estimador W para um parametro 0 € a fungao
de 0 definida por Ey {(W — 9)2].

Note que MSE mede a diferenga quadratica média entre o estimador W e o pardmetro 6 e é uma
medida razavel de performance para um estimador pontual. Em geral, qualquer incremento na funcao
da distancia absoluta |WW — 6| serviria como uma medida de qualidade de um estimador (erro médio
absoluto, E [|[W — 0|], é uma alternativa razodvel), mas o MSE tem pelo menos duas vantagens sobre
outras medidas de distancia: primeiro, ela é tratavel analiticamente e, segundo, tem interpretagao

Ey [(W = 0)°| = Varg [W] + E[W = 0] = Varg [W] + (Viesy [W])°
onde o viés de um estimador tem a seguinte definicao

Definicao 1.5.2. O wviés de um estimador pontual W para um parametro 0 é a diferenca entre o valor
esperado de W e 0, ou seja, Viesg [W] = E[W —0]. Um estimador cujo viés é identicamente (em 6)
igual a zero é chamado ndo viesado e satisfaz E[W] =60 para todo 6.

Portanto, o MSE incorpora duas componentes, uma medindo a variabilidade do estimador (precisao)
e a outra medindo seu viés (acurdcia). Um estimador que tem bom MSE tem uma combinagao de valor
pequeno de variancia e viés.

Para um estimador nao viesado temos que

Ey [(W = 0)°] = Varg [W]
logo, se um estimador é nao viesado, seu MSE ¢ igual a sua variancia.

Exemplo 1.5.0.12. (MSE da Normal) Seja X1,...,X,, uma amostra iid de X ~ N (u,0?). As
estatisticas X e S? sdo ambas estimadores ndo viesados, uma vez que E [7} =uek [SQ] = o2, para

todo j1 e 0%. Os MSE’s desses estimadores sao dados por

2

E [(X = “ﬂ = Var [X] ==
E [(52 —02)2} = Var [5?] = 20

n—1

v 2 7/ . ~ . 7 . ~
o MSE de X resulta em °- até mesmo se a suposi¢io de normalidade é perdida. Contudo, a expressdo
acima para o MSE de S? ndo permanece a mesma se a suposicio de normalidade é relazada.

16




1.5. Métodos para avaliar estimadores

Melhor estimador nao viesado

Como visto antes, uma comparacao de estimadores entre estimadores baseado no MSE pode néao levar
a um estimador favorito diretamente. De fato, ndo existe um unicoestimador “melhor em MSE” dentre
uma vasta classe de estimadores. Por exemplo, o estimador 6 = 17 é o melhor em MSE quando 6 = 17,
mas é o pior estimador em outros casos. Uma forma de contornar esse problema de encontrar o melhor
estimador em MSR é restringir a classe de estimadores. Uma maneira popular de restringir a classe de
estimadores é considerar a classe dos estimadores nao viesados.

Se Wi e Wy sdo ambos estimadores nao viesados para o parametro 6, ou seja, Eg [W1] = Eg [Wa] = 6,
entdo seus erros quadraticos médios sdo iguais a suas variancias, logo, escolheremos o estimador com
menor varidncia. Se podemos encontrar um estimador com a menor varidncia (o melhor estimador nao
viesado) entdo o problema esta resolvido.

Definicao 1.5.3. Um estimador W* é o melhor estimador nao viesado de 7 (0) se satisfaz Eg [W*| = 7 (0)
para todo 0 e, para qualquer outro estimador W com Eg [W| = 1 (0), temos Varg [W*| < Varg [W] para
todo 6. W* € também chamado de estimador nao viesado uniforme de variincia minima (UMVUE) de
T(0).

Encontrar um melhor estimador ndo viesado (se ele existe!) ndo é uma tarefa facil por uma variedade
de razodes, duas delas serdo ilustradas no seguinte exemlo.

Exemplo 1.5.0.13. (Estimagao ndo viesada da Poisson) Seja Xi,..., X, uma amostra iid e X ~
Poisson ()\) , e seja X e S% a média e varidncia amostral, respectivamente. Para a distribuicio Poisson,
ambas média e variincia sao iguais a A. Além disso, sabe-se que

By, [X} =\, VA Ey [52} =\, VA

entdo ambos X e S? sdo estimadores ndo viesados de \.

Para determinar o melhor estimador, X ou S2, devemos comparar suas variincias. Sabemos que
Vary {X’] = %, mas Var) [52] = % é dificil de calcular. FEsse é o primeiro problema de encontrar um
melhor estimador ndo viesado. Os cdlculos, além de dificeis, podem ndo serem teis, como nesse exemplo,
porque veremos que Vary {X} < Vary [S?| para todo \.

Estabeleca que X é melhor que S2, considere a classe de estimadores
We ()_(,52) =aX+(1-a)s?
para cada constante ., temos que

Ex [Wo (X,8%)] = By [aX + (1= ) %] = aBy [X] + (1 - a) By [$?] =

ou seja, Wy (X,5’2> também € um estimador ndo viesado para X\, entdo temos uma infinidade de es-

timadores ndo viesados para . Se X ¢é melhor do que S?, podemos afirmar que X é melhor do que
Wa ()_(, 52) 2 Além disso, como podemos garantir que mdo exista um outro estimador para X\ melhor do
que os apresentados?

O exemplo mostrou alguns problemas que poderiam ser encontrados na tentativa de obter um estima-
dor néo viesado. Suponha que, para estimar um parametro 7 (6) de uma distribuigdo f (z|60), possamos
especificar um limite inferior, diga g (), sobre a varidncia de qualquer estimador nao viesado de 7 (0).
Se pudermos encontrar um estimador nao viesado W* satisfazendo Vary [W*] = g (0),

Teorema 1.5.1. (Desigualdade de Cramér-Rao) Seja X1, ..., X,, uma amostra com fdp f(x10), e
seja W (X) =W (Xq, ..., X,) qualquer estimador que satisfaca

d

B W (X)) = [ W () £ (x10)] x (1:22)
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Varg [W (X)] < oc.
Entao

2

Varg W (X)] > (i W (X))

> (1.23)
Ey [(a%logﬂXle))Q}

Demonstracdo. A prova desse teorea é elegantemente simples e utiliza aplicagdo da desigualdade de
Cauchy-Schwarz. Considere duas variaveis aleatorias X e Y,

[COV (X,Y)]? < Var [X]Var[Y] (1.24)
rearranjando a expressao podemos obter um limite inferior para a varidncia de X,

[COV (X,Y)]?

Var[X] 2 VarlY]

a chave desse teorema segue da escolha de X como sendo o estimador W (X) e Y como sendo a quantidade

% log f (X ]6) e aplicando a desigualdade
Primeiro, note que

4 By w (X)) = d% (/.../W(Xl, e Xo) P (@1 e |0)da, ...,dq;n>

../W(X) [jefx(xye)]wdxl, .. day,

d
:/.../W(Xl, ,Xn) @le,...,Xn (1‘1, ...,xn\H)dxl, ...,dxn
/ fx (X16)

fx (X]0)
d
= 5 [W %) 2 g (X )|

o qual sugere uma covariancia entre W (X) e d% log (fx (X|#)). Para isso ser a covariancia, é necessario

subtrair o produto dos valores experados, entao calculamos Fy [d% log (fx (X |9))] Mas se aplicarmos a

fayde = [ Slog(f (@) f (2)da

esperanga acima com W (X) = 1, temos que
[ (@)
f

[ S @ar= [~ @)

- 5[ log(f (@)
como f (x; ) é fdp,

* o 4 X, 00
[l 0= Mf (i 0)do = [~ | Ztog (7 @: 0))] 7 a5 0) o

_ L;ialog(f(X; 9))}




1.5. Métodos para avaliar estimadores

ainda, note que

Ooje (2 G)d:v—dg/ f:r@)dx—je(l) 0

logo, a v.a. d% log (f (X; 6)) tem média zero, para qualquer que seja o pardmetro 6.

ortanto , 79 log (fx ¢ igual a esperanca do produto, logo
P COV |W (X), 4 log (fx (X0))] é igual do produto, 1

d

1108 (x (X[0))] = Eo [ W (X) S log (fx (X10)| = GEW (. (1.25)

cov [W (X). 2 =

Também, uma vez que Ey {d% log (fx (X ]9))} =0 e do fato que Var [X] = E [X?] — (E[X])? temos

2
Vary [ 45105 (7x (X 19)| = E [(;i,logux x19))) ] (1.26)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz juntamente com e obtemos
2
(& By W (X))
2
Eo |(1og (1x (X 19))

provando o teorema. O

Varg [W (X)] >

Para o teorema acima, se adicionarmos a suposicao de amostras independentes, entdao o calculo do
limite inferior é simplificado. A esperanga no denominador da expressao recai a calculos univariados,
conforme serd mostrado no corolario a seguir.

Corolario 1.5.1. (Caso iid para a Desigualdade de Cramér-Rao) Se as suposi¢is do teorema
sao satisfeitas e, adicionalmente, se X1, ..., X, sao iid (independentes e identicamente distribuidas) com

pdf f(x10), entdo )
(45 B0 W (X))

Varg [W (X)] > :
0 nEy | (108 (fx (X 10)))’]

(1.27)

Demonstracao. Precisamos mostrar apenas que

d 2 d 2
£ | (g st x00) | = o | 1oe s x10) |
Usando o fato de a amostra X1, ..., X, ser independente, temos que
d d n
10 (fx1..00 2, (X1, -+, X3 0)) = =50 (T[ £ (X5 0))

do
1 (X
d@ Z og (f 0))

elevando ambos os membros ao quadrado

d 2 ?
dalog(fX17,_.7Xn(X1,...,Xn, } [HZIOg XZ,G]

n

=3 [E s (s i 0]

=1

d d
Iy z g 1o (f (Xi; 0)) -5 log (f (X3 0)
1<)
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note que a passagem da primeira expressao para a segunda se deve ao fato de aparecer somas de termos
quadraticos e somas de termos com produtos cruzados. Aplicando a esperanga em ambos os lados temos
que

d 2
By [[delog<thNWXﬁ()fh...,xa;e)ﬂ ] = B

d & 2
[M;mwmwu

+2E,

n 2
zﬂg[m (x;: )
i Hl%ﬂ%e]

Z %log (f (X;; 0)) jglOg (f (Xj; 9))]

1<J

+2ZE9[ log ( (Xi;H))}Ee[jelog(f(Xj;@))]

1<)

Note que da expressao acima o produto das esperangas é zero, uma vez que as varidveis aleatérias ¢
2
e j sdo independentes. Note ainda que o termo Z Ey Hd log (f (Xi; 0))} } nada mais é do que a soma

da esperanca de uma mesma variavel aleatéria. Portanto

350 [ onts o5 0] | = [t o] |

finalizando a prova do corolério. O

A cota de Cramér-Rao foi apresentada para varidveis continuas, mas também é aplicada a variaveis
aleatérias discretas.

2
A quantidade I (0) = Ejy Hje log (f (X; 0))} } é chamada de matriz de informagio de Fisher ou

numero de informacdo de Fisher da amostra. Essa terminologia reflete o fato de que o niimero de
informacao fornece um limite para a varidncia do melhor estimador nao viesado de 6. Conforme o
nimero de informagao se torna maior e temos mais informacao sobre #, temos um menor limite para a
variancia do melhor estimador nao viesado.

A desigualdade de Cramér-Rao é muito til na comparagdo do desempenho de estimadores. Para
uma funcgao diferencidvel 7 (6), temos agora um limite inferior da variania de qualquer estimador W tal
que Ep [W] = 7(6). A cota depende apenas de 7(6) e f(x|f) e é uma cota inferior uniforme sobre a
variancia. Qualquer estimador candidato satisfazendo Ey [W] = 7 (6) e alcangando esse limite inferior é
o melhor estimador nao viesado de 7 (0).

Uma forma mais simples da desigualdade de Cramér-Rao ¢é se o estimador W for uma identidade, ou
seja, se Fyg [W] =7 (0) = 0. Nesse caso a expressao do corolario se reduz a

Varg [ (X)] > @ ©)
nEy | (108 (fx (X 16)))’)
1
>

que fica apenas em termos da fdp de X.

Exemplo 1.5.0.14. (Estimacdo ndo viesada da Poisson - Continuacdo) Seja Xy, ..., X,, uma
amostra iid e X ~ Poisson (\). Sabe-se que E) { } =\, V), Vary { ] = %, Ey\ [S2] = X e Vary [S2]

¢ dificil de ser obtida. Qual € melhor estimador, considerando que conhecemos a expressdo de Vary [S%} ?
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SOLUCAO
A cota de Cramér-Rao para Var), [Xn} é

i 1
Vary [ X,| >
el z ~nEy | (i los (7 (X16))’]
1
b [fos (5]
> = !
—nE) | 5 X log (A) = A — log (X1)]
- 1 T S
= b {_%} CnE\[X] nA n

Logo, a estatitica X,, tem variancia igual a cota de Cramér-Rao e, portanto, é o melhor possivel. Note
que mesmo conhecendo a expressdo de Vary [Sg], podemos fazer conclusédes apenas com X,.

A seguir um outro exemplo.

Exemplo 1.5.0.15. (Cota de Cramér-Rao para o* da N (u,0?)) Seja X1,...,X, uma amostra
7td de uma N (u,aQ), e considere a estimacdo de o2, onde p é desconhecido. a pdf da normal satisfaz
condicoes do teorema . Calcule a cota de Cramér-Rao (CR) para Var,» [S?].

SOLUCAO

Vamos obter a cota de CR para Vary2 [S?].

1
Var,: {52} > = 5
~nEy | (5 o (fx (X wo?) ) ]
) 1
2 [ 1 (@—p)?
' 1
= [ a2 (z—p)*
—nE,2 _ddﬁ (—% 4 — Jlog(0?) —log (\/QW)H
- 1 _ 1 20"
- [ ()2 - a? 1\ n
_nEO'2 _(075) - 2(012)2:| (? o F) "
2 4
=Var,: [5’2} > 27
n
Sabe-se que a Vary2 [S?] é dada por
1 n—3
2] _ 1 _ 2
Voras 87 = 1 (1 - 223,3)
1 n—3
= (M4 - 04>
n n—1
:1(304_71—3 4)
n n—1
= l (3 _nz 3) ot
n n—1
1 (3n—3—n+3) y
n n—1
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Note que % é maior que %, ou seja, a Varys [S?] é maior que a cota de CR da Var,: [S?].

Portanto a varidncia do estimador S* de o ndo alcanca a cota de CR.
O corolario a seguir pode ser 1til na procura do melhor estimador nao viesado.

Corolario 1.5.2. Seja X1,..., X, uma amostra iid com f(x|0), onde f(x|0) satisfaz as condicoes do
teorema[1.5.1 Seja L (0|x) =TI—; f (zi]0) a fungio de verossimilhanca. Se W (X) =W (X1, ..., X,,)
¢ qualquer estimador ndo viesado de 7 (0), entdo W (X) alcanca o limite inferior de Cramér-Rao se, e
somente se,

d log (L (0]x)) (1.28)

O ()7 (0)] = 3

para alguma fungdo a (0).

Exemplo 1.5.0.16. (Aplicacio do coroldrio no exemplo anterior da Normal.)
SOLUCAO

9 1 1 Zn (mi—ﬂ)2
Lo ) = et
(2m0?)>2
e entao )
A tog (L (no?x)) = o (3 (G
2
Portanto, tomando a (0?) = 501 mostra que o melhor estimador ndo viesado de o2 ey, (xi;“) , que é

calculado somente se p € conhecido. Se u € desconhecido, a cota ndo pode ser alcancada.

Os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) sdo muito utilizados pela comunidade statistica.
Uma questdao que pode surgir sobre esses estimadores é sobre suas propriedades. Com base em uma
amostra podemos garantir apenas que a procedéncia dos estimadores de maxima verossimilhanca de 6 é
boa e nada sobre suas propriedades. Se a amostra é grande, existem teoremas que garantem propriedades
6timas para os EMV. Algumas dessas propriedades serdo apresentadas a seguir.

Eficiéncia
No espirito do limite inferior de Cramér-Rao (teorema [1.5.1]), existe uma varincia assintética étima.

Definicao 1.5.4. Uma sequéncia de estimadores W,, € assintoticamente eficiente para um pardmetro
7(0) se v/n[W,, —7(0)] = N (0,v(0)) em distribuicio e

( (6)
B | (108 (7 (X 10)

v(0) =

ou seja, a variancia assintotica de W, alcanca o limite inferior da cota de Cramér-Rao.

A seguir, serdo apresentados dois teoremas que afirmardo de maneira geral sobre a consisténcia e
eficiéncia assintética dos estimadores de maxima verossimilhanga.

Teorema 1.5.2. (Consisténcia dos EMV) Seja Xi,...,X,, uma amostra iid com f(z|0) e seja
LO|x) = TIY; f(zi|0) a fungio de verossimilhanga. Seja 0 o EMV de 6. Seja T (0) uma fungao
continua de 0. Para todoe >0 e 0 € O,

lim Py (‘T (

n—00

(1.29)

D>
~——
|
\]
—~
>
N—
vV
™
~—
I
o

ou seja, T (é) ¢ um estimador consistente de T ()
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Teorema 1.5.3. (Eficiéncia assintotica dos EMV) Seja X1, ..., X, uma amostra iid com f (x0)
e seja L(0|x) =1Ii=, f (xi]0) a fungdo de verossimilhan¢a. Seja 8 o EMV de 6. Seja 7 (0) uma fungdo
continua de 0. Entdo

Va7 (0) =7 (0)] = N (00(0)) (1.30)

em que v (0) é o limite inferior da cota de Cramér-Rao. Ou seja, T (é) ¢ um estimador consistente e

assintoticamente eficiente de T (0)

Demonstragio. Seja l (6 |x) =log (L (6 |x)) = > log (f (x4; |#)). Suponha que 6y seja o valor real do
parametro.
Vamos expandir I’ (|x) em série de Taylor centrada em 6, dai

U'(0]x)=~1(0]x)+1" (0 |x)(0—6p) +
tomando 6 = é, que é o estimador de méaxima verossimilhanca de 6, segue que
U (0x) ~ U (80 [x) +1" (80 [x) (6 00) +

Note que I’ (9 \x) = 0. Logo,

A = (0o]x)
=00 T )
A — (B [x)
= \/ﬁ(@ — 00) ~ —l” (90 ’;())
) Ly (6o )
~ (60~ s

como [ (0g|x) => 11 log(f (zi;10)) el (Bo|x) =1, = d log (f (x4 10)), temos

1, 1 <
ﬁl (0o |x) = n Zi:l @log (f (x4 10))
em que 311 L log (f (2;; |0)) é uma v.a. com esperanca zero e, como mostrado anteriormente, varidncia

1(60) (B, |(dh108 (5 Gois 190))°| = 1(60)).
Pelo TLC, segue que

ﬂ(il/(em,...,xn)): (00 |X1, .., Xn) = N (0,1 (6))

1
Vn
Por outro lado, considerando o termo 1" (6 |x) temos que

1 (0x) = Y7, o (f (@it 19)

l// (60 |X) 1 Zn_l 522 log( (q;i; ’9))

Pela Lei Fraca dos Grandes Numeros ocorre que
1, d? .
_ﬁl (6o | X1, ..., X) — —FEy, 02 log (f (x4 10))

ou seja, o primeiro membro converge em probabilidade para o segundo membro. Mas

—Ey, 502 log (f (Xi; !9))] = Fy, l(;elog( (Xi; ]0))) ] = 1(6o)
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Portanto, retornando na expressdo acima, considerando uma amostra suficientemente grande e utili-
zando o teorema de Slutsky temos que

= (00 ]x)
. A . Vn N (0,1 (6p)) ( 1 )
=1 0—06y) =1 =N|{0,—
ngrolo \/ﬁ ( 0) nggo —%l” (90 ]x) - I (90) T (90)
ou seja, /n (é — 00) converge em distribui¢do para uma N (O, I(éo))’ provando o teorema. O

Calculos e Comparagoes

Se um estimador de méxima verssimilhanca é assintoticamente eficiente, a varidncia assintOtica no te-
orema ¢ a variancia do Método Delta do teorema m (sem o termo %) Entao, podemos usar
o limite inferior da cota de Cramér-Rao como uma aproximacio para a verdadeira varidncia do EMV.
Suponha que X1, ..., X, seja uma amostra iid de f (z|6), 6 é uma estimativa de méxima verossimilhanca

2
de 6, e I, (0) = Ey {(dde log (L (6 \X))) é o numero de informagdo da amostra. Assim,

Vi W, —7(0)] = N (0,v(9))
W, —7(0) = N <o,”g)))
W, — N <T 0) ,“ff))

sef=r (é) é uma EMV de 6, imlplica que 0 é solucao de d% log (szl f (x4 0)) =0erT (é) e EMV de
7(0). Dal,
Va7 (8) =7 (0)] = N (0.0(0))
converge em distribuicdo conforme n — oo.
Do Método Delta e da eficiéncia assintotica dos EMV, a varidncia de 7 (9) pode ser aproximada por

R Q}(e) (7'/(9))2
Var (7(0)) = -
(-(0) ~=, nEy {(Jélog(f(w”ﬂ

Sabemos que

Logo,

Q

j j (7' (6)*
Var (7(0)) =Var(7(0) |0
) eOP) Ey [(;%1og<H?:1f<Xire>>)2]
(7' (6))*
Ey | 45 log (T f (X 16))]

cujo denominador da tltima expressao pode ser expresso por

2

CnE, Lip log (f (X\H))] — _E, [592 log (Hjlf(xiye))]
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1 d?
——TLEG[ > s ume»].

Temos entao que

d? 1IN d? d?
Eo | gz o8 (T (X10)| = Ba |13 G 0w (£ (X, 10))| = ~ Ly g (1 (X)),

=1

Assim, voltando na expressiao inicial acima,

Var (7 (8) = — [ 108 (7 (X 10)

Portanto, para estimar Var (T (é)), primeiro aproximamos Var (T (é)) Em seguida estimamos a apro-

ximacao resultante, usualmente substituindo 0 por 6, e o resultado pode ser denotado por Var (7‘ (é))

Segue do teorema |1.5.2[ que 7—2 log ( L L(0|X)) é um estimador consistente de I (6 , entdo segue que
g do

n

Var (T (é)) ¢ um estimador consistente de Var (T (é))

Exemplo 1.5.0.17. (Aproximacgdo da varidncia da Binomial) Seja X1,..., X, uma amostra iid
de uma pop. Bernoulli(p). Sabe-se que o EMV de p é dado por p = >i; X;/n. Encontre a variancia
assintética de p e mostre sua convergéncia.

SOLUCAO

A waridncia para a média de uma populacio Bernoulli é dada por Var, [)_(} = @. E razodvel

estimar Vary, [X } por

Vary 5 = Vary [1] = 20D X (ln‘ %)

A estimativa obtida por construcdo assintdtica é

(7 (0))?
& log ([Thy f (Xi|p))
1

—% log (ﬁZizl Xi (1 — ﬁ)n_ i=1 X’)

Vary [p] = —
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1
— & Y Xilog (p) + (n — Yiy X;) log (1 — p)

que coincide com o estimador razodvel. Agora vamos verificar a eficiéncia assintética. Sabemos que a
quantidade
p—p
p(1-p)
n

— N (0,1)

converge em distribuicdo para uma normal padrao. Porém essa expressdo estd e termos da variancia
populacional de p. Podemos obter a variancia assintdtica que ficard em termos de p. Pelo teorema[l.5.5
temos que

Vn(p—p) = N|0,p(1—p)
——
C.R

converge em distribuicdo para uma normal. Aplicando o teorema de Slutsky , podemos concluir
que

A

Vit N (0,1)
p(1=p)

Para complementar esse exercicio, poderiamos estar interessados em encontrar a variancia assintotica
para a chance (odds). Em segoes anteriores, encontramos a variancia para a chance pelo método Delta,
agora vamos fazé-lo utilizando o teorema[Il.5.5 Vamos fazer um plug-in para obter um estimador razodvel
da chance, ou seja, apenas substituir a versao populacional da chance por sua versio via EMYV. Entdo,

considerando %~ = &=,
-p 1-p

Portanto, pelo teorema[1.5.5, temos que

ﬁ(léﬁ_lfz)ﬂv@u@)

e o estimador € assintoticamente eficiente e € igual ao obtido pelo método Delta.

A aproximacao para a varidncia dos EMV funciona bem em muitos casos, mas nao é infalivel. Deve-se

A

ter cuidado quando a funcao 7 (9) nao é mon6tona. Em alguns casos, a derivada 7/ (6) poderd term uma
mudanca de sinal, o que pode levar a uma aproximacao subestimada da variancia.
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Bootstrap

O bootstrap pode ser utilizado em muitas situacées. Nesta se¢ao serd abordado sua capacidade de promove
meios alternativos de calcular erros padroes.

O bootstrap é baseado em uma simples, porém poderosa, idéia (cuja matematica pode estar bastante
envolvida). Em estatistica, aprendemos sobre caracteristicas da populagdo tomando amostras. Como a
amostra representa a populagdo, caracteristicas analogas da amostra deve nos dar informacoes sobre as
caracteristicas da populagdo. O bootstrap nos ajuda a aprender sobre essas caracteristicas da amostra
tomando reamostras (ou seja, tomamos amostras da amostra original) e usamos essa informagao para
inferir sobre a populacio. O bootstrap foi desenvolvido por Efron na década de 70.

Exemplo 1.5.0.18. (Varidncia Bootstrap) Suponha que estamos interessados em calcular todas as
possiveis médias de quatro nimeros selecionados de {2,4,9,12}, onde forma tirados nimeros com repo-
si¢do. Por exemplo, possiveis retiradas sio {2,4,4,12}, cuja média € 4,75, e {2,4,9,12}, cuja média é
6,5. Se estamos interessados apenas na média dos numeros amostrados, a ordem ndo € importante e,
portanto, o numero total de amostras distintas é obtida pela contagem das amostras com reposicdo nao
ordenadas.
p .. ,f n+n-—1 T -

O numero total de amostras distintas é n . Mas agora, para o distribuicio de probabili-
dade das médias amostrais, devemos contar os diferentes modos que uma particular média pode ocorrer.

O walor 4,75 pode ocorrer somente se amostra contém um 2, dois 4 e um 9. O nidmero de possiveis
amostras que tem essa configuracio é dado por uma permutacio com elementos repetidos, ou seja, P} =
=12

As amostras de {2,4,9,12} com reposicao, configura a forma mais simples do bootstrap, algumas vezes
chamado de bootstrap ndo paramétrico.

O que fizemos anteriormente foi criar uma reamostra dos possiveis valores da média amostral. Dize-
444-1
4
(e entdo ndo podemos tratar as amostras como sendo aleatdrias). As n" = 4* = 256 reamostras (ndo

distintas) sdo todas igualmente provdveis e podem ser tratadas como amostras aleatdrias.
Para a i-ésima reamostra, seja x; a média da reamostra. Podemos estimar a variancia da média
amostral X por

mos que existem = 35 possiveis valores distintos, mas esses valores ndo sdo equiprovdveis

Var' [X] = % S (@ — ) (1.31)
em que

—%
n (]
nis
€ a média da reamostra. A notacdo * refere-se a um wvalor proveniente do método bootstrap, ou reamos-
trado.

Para o exemplo, a média e variincia bootstrap sio T* = 6,75 e Var* [X} = 3,94, respectivamente.

Vimos no exemplo anterior como calcular o erro padrao bootstrap, mas em um problema nao seria
realmente necessario. Contudo, a vantagem do método é que, assim como o método Delta, a formula da
variancia a qualquer estimador. Portanto, para qualquer estimador 6 (x) = 6, temos que

Var ] = L3 (5 ) (132

i=1

em que 6 é o estimador calculado da i-ésima reamostra e

9 =—> "0 (1.33)

a média dos valores reamostrados.
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Mas agora um problema surge. Para o exemplo anterior, com n = 4, existem 256 termos na soma
bootstrap. Em muitos casos, a amostra é muito grande e o problema se torna intratavel computacional-
mente (com n > 15 o problema ji comega a aparecer). Entdo, ainda existe um problema estatistico, que
¢é o fato de utilizar amostras de reamostras.

Entao, para uma amostra x = (21, 2, ..., Z,) € uma estimativa 6 (x) = 6, escolha B reamostras (ou
amostras bootstrap) e calcule

* | N 1 & N*x Ak 2
Varg [0] = > (07 =) (1.34)
B—-1+
=1
Assim, os seguintes fatos podem ser comprovados:

o Varg {9} — Var* [9}, conforme B — oo, ou seja, a variancia bootstrap restrita se aproxima da
variancia bootstrap;

o Var [9} — Var {0}, conforme n — o0, ou seja, a varidncia bootstrap se aproxima da varidncia do
estimador (variancia tedrica).

O tipo de bootstrap mencionado até entdo é chmado de bootstrap ndo paramétrico, uma vez que
nenhuma forma funcional para pdf ou cdf populacional foi estabelecida. Por outro lado, temos também
o bootstrap paramétrico.

Suponha que temos uma amostra Xi,..., X, de uma distribui¢gdo com pdf f (x|6), cujo 6 pode ser
um vetor de pardmetros. Podemos estimar 6 com é, os EMV, e tirar amostras

X{, X5, X~ f (2]0)

Se tomarmos B como tais amostras, podemos estimar a varidncia de 6 usando Note que essas
amostras nao sao reamostradas dos dados, mas amostras aleatérias reais de f (x ’9), que algumas vezes
¢é chamada de distribuicdo plug-in.

1.6 Teste de Hipoteses

Essa secdo descreverd alguns métodos para se obter um teste em problemas complicados. Estamos
pensando em problemas nos quais nenhum teste étimo existe ou é conhecido. Em situacoes do tipo, a
obtencao de qualquer teste razoavel poderia ser util.

Distribui¢ao Assintética do teste de Razao de Verossimilhanga (TRV)

Um dos mais importantes métodos para modelos complicados é a construcao de teste pelo método da
razao de verossimilhanca por causa de sua explicita definicdo do teste estatistico,
) — Py L (0 0)
supe L (0 [x)
e uma explicita forma para a regido de rejeicao, {x: A(x) < c¢}. Depois que os dados X = x sdo
observados, a fun¢ao de verossimilhanga, L (6 |x ), é uma fungéo da varidvel § completamente definida. Até
mesmo se os dois supremos de L (# |x ), sobre os conjuntos ©¢ e O, ndo podem ser obtidos analiticamente,
podem ser obtidos numericamente. Entao, a estatistica do teste A (x) pode ser determinada para as
observagoes mesmo se nenhuma férmula que defina A (x) for encontrada.
Para definir um nivel « do teste, a constante ¢ deve ser escolhida de tal forma que

sup Py [A (x) < ¢] < a. (1.35)
0€0©
Se nao pudermos obter uma simples férmula para A (x), poderia parecer desesperangoso a obtengao
da distribuicdo amostral de A (x) e entdo conhecer qual ¢ deve-se ter para garantir Contudo, se
apelarmos para métodos assintoticos, podemos obter uma resposta aproximada.
Analogamente ao teorema temos o seguinte resultado.
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Teorema 1.6.1. (Distribuicdo Assintdtica do TRV - H, simples) Para testar Hy : 0 = 0y contra
Hy : 0 # 0y, suponha X1,...,X, sio iid com f(x|0) e 6 ¢ o EMV de 6. Entdo, sob Hy, conforme
n — 0o,

—2log (A (x)) = xi

em distribuicdo, em que x? € uma varidvel aleatéria x* com 1 grau de liberdade.

Demonstragio. Seja 0 o EMV de 0 e L(0]X) = log (L (6]X)) a log-verossimilhanga. Vamos expandir
[(0]X) em séries de Taylor em torno de 6, dai

N A\ 2

LoX) ~1(61X)+ 1 (0]X) (9_9)+” @'X)Q(@—@)
—
=0, pois 0=0p;v

o) i) = ") 00

o (i) 3 (i i) 0=y
-5 (i o8 (7 (5:9) ) (-9
(Z? s é>>) (o)

))

1)) = 2500 a7 (x
HEQ[MQ log(f (Xi\é))}

Logo

N\ 2
1 (L(90|X)) 1 (0-9)
0og ~ = 5 1
L (6 ST g (1 (X1]7))
B (9—9)2
- 5 1

2T a5 8))
1 ( ( )’
2

n z 1 492 lOg(f(X |9))

Temos o teorema

Vi (6= 00) = N (00 (60) = N (0, -

em distribuicao,
(i)
—Ep |5 10g (f (X
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(vii-a))
—Ey | log (f (X

T

em distribuicdo. Entao,

(va(0-u)) !

1
2_g, [ezlog(f(X é)ﬂ 1 ?1d92log(

n

f
o 5o i log( (x:

))
)]

(X

Portanto
—2log (A (x)) = X7
O

Exemplo 1.6.0.19. (TRV para Poisson) Construa o TRV para testar Hy : X = A\ contra Hy : A # Ao
baseado nas observagoes X1, ..., X, iid Poisson (\).
SOLUCAO

A wverossimilhanca é dada por

ATig=A )\Z:‘L:l Tip=nA

LX) = Hz‘:l ;! - [Tisg @i
o TRV fica
/\02:?:1 Iie—mo
= —2log (A (x)) = ~2log | == ——
)\Z T 7'n,)\
Hz l '

= —2log <)\g:?=1 xie_"k‘)) + 2log (5\2?:1 xie_”j‘)
= -2 [Z?Zl x;log (Ao) — n)\o} + 2 {ijl x;log (X) — nj\}

=2 [Zjl x;log <>f\0> +n (—5\ + )\0)

—on [Xlog <AA0> + ()\o - A)] .

Portanto o teste é: rejeito Hy se

A(x) < 2o & log (A (x)) < log (Ao)
& —2log (A (x)) > —2log (Ao)
& —2log (A (%)) > xi.a

em que a € o nivel de significancia do teste.

O teorema pode ser extendido para casos em que a hipétese nula envolve um vetor de parametros.
O teorema a seguir, que apenas apresentaremos sem prova-lo, nos permite verificar que [1.6.1] é verdade,
pelo menos para amostras grandes.
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Teorema 1.6.2. Seja Xi,...,X,, uma amostra aleatéria de uma fdp f(x]0). Se 6 € ©g, entio a
distribuicio da estatistica —2log (A (x)) converge para uma distribui¢io qui-quadrado conforme o tamanho
da amostra n — oo. Os graus de liberdade da distribuicdo limite é a disferenca entre o numero de
parametros livres especificado por 6 € Oy e o numero de parametros livres especificados por 8 € ©

A regido de rejeigao de Hy é para 0 € Oy com pequenos velores de \ (x), que é equivalente a rejeigao
para grandes valores de —2log (A (x)). Entao

rejeitar Hy < —2log (A (x)) > X?);a

em que v sao os graus de liberdade especifiados no teorema A probabililidade de erro tipo I sera
aproximadamente « se § € Oy e o tamanho da amostra é grande. Desse modo, a expressao [1.35| sera
aproximadamente satisfeita para grandes amostras e um teste assintético de tamanho « serd definido.
Note que o teorema implicard realmente que

lim Py [rejeitar Hy] = a, paracadaf € Oy,
n—o0

nao que o supyee, Fo [rejeitar Hy| converge para «. Isso é tipicamente o caso para testes assintéticos de
tamanho a.

O calculo dos graus de liberdade para o teste estatistico é em geral direto. Muitas vezes, © pode ser
representado como um subconjunto de dimensao g de um espaco Euclidiano que contém um subconjunto
aberto em R?, e ©g pode ser representado como um subconjunto de dimensao p do espago Euclidiano
que contém um subconjunto aberto em RP, em que p < q. Entdo ¢ — p = v sdo os graus de liberdade
para o teste estatistico.

Exemplo 1.6.0.20. (TRV Multinomial) Seja 0 = (p1,p2,ps,p4,p5), onde 0s p}s sdo ndo megativos e
somam 1. Suponha que Xi,..., X, sdo v.a. iid discretas e Py [ X; = j| = pij, 5 =1,...,5. Entdo a fdp
de X; € f(j10) =pj e a fungio de verossimilhanga é

LOx) =[] f(xi10) = p{ s ppsipy’
=1

em que y; € igual ao nimero de x1,...,T, igual a j. Testar as hipdteses:

Hy : p1 = p2 = p3 eps = ps
H, : Hy falso

SOLUCAO
O espago paramétrico completo, ©, é um conjunto real de dimensdo quatro. Uma vez que ps =
1 —p1 — p2 — p3 — pa, existem somente quatro pardmetros livres. O conjunto dos parimetros é definido

por
4

ijglepjzoajzlv "'747
j=1

um subconjunto de R* contendo um subconjunto aberto de R*. Entdo q = 4. Existe apenas wm pardmetro
livre no conjunto especificado por Hy porque, considerando que p1, 0 < p; < %, estd fixado, po = p3 deve
ser igual a p1 e pg = p5 deve ser igual a

1—3p

ps=1—p1—p2—p3—ps=>ps=1-3p1 —p5s = ps = 5

Entdo p=1, e os graus de liberdade sGov=4—1=3.
Para calcular X (x), o EMV de 0 sobre ambos ©g e © devem ser determinados. Definindo

9 log (L(A|x)) =0,paracadaj =1,....4,
apj
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e usando os fatos de que ps =1 —p1 —p2 —P3 —Pg € Ys =N — Y1 — Y2 — Y3 — Y4, pode-se verificar que o
EMYV de p; sobre © ¢

Sob Hy, a funcao de verossimilhanga se reduz a

1—3p; Y4+Ys5
0 y1+y2+y3 ( )
L(bx) = :

Novamente, o método usual de calcular as derivadas e igualar a 0 mostram que os EMV de p1 sob Hy
¢ pro = (y1 +y2 +y3)/(3n). Portanto pro = P20 = P30 € Pao = Pso = (1 — 3p10)/2. Substituindo esses
valores e os valores de pj em L (0|x) e combinando os termos com o mesmo expoente temos que

A(x) = (yl +y2+yz>yl <yl+yz+y3)y2 (y1 +y2+y3>3’3 <y4+y5)y4 <y4+y5>y5

3y1 3y2 3ys 2y4 2ys

Entdo o teste estatistico é
—2log (A (x)) =
=—2log {(91 +y2 +y3)y1 (y1 +y2 +y3)y2 (y1 +y2 +y3)y3 (y4 +ys)y4 (y4 +ys)y5}
3y1 3y2 3y3 2ya 2ys

272|:y110g(y1+y2+y3>+y210g<y1+y2+y3>+y310g<y1+y2+y3)+y4log(y4+y5>+y5log<y4+y5>}
3y1 3y2 3ys 2ya 2ys

3y1 3y2 3ys 2ya 2ys
=2 |y1 log (*) + y2 log (7) + y3 log (* + ya log + ys log
[1 Y1+ Y2 +y3 2 y1+y2+ys s y1 +y2 +ys * Y4+ ys ° Ya + Ys

_22 yllog( )

em que mi = Mo = M3 = ylﬂgﬂ emy =ms = y4+y5 O teste assintético de tamanho o rejeita Hy se

—2log (A (x)) > x3’a. Esse exemplo é um de uma vasta classe de problemas de teste de hipdteses no qual
a teoria assintotica do teste de razao de verossimilhanca € extensivamente utilizado.

Outros testes para grandes amostras

Um outro método comum de construcao de um teste estatistico para grandes amostras é baseado em um
estimador que tem como distribuigdo assintdtica a normal. Suponha que desejamos testar uma hipdtese
sobre um parametro de valor real 8, e W,, = W (Xy,...,X,,) é um estimador pontual de 6, baseado em
uma amostra de tamanho n, que foi derivado por algum método. Por exemplo, W), poderia ser o EMV
de 6. Um teste aproximado, baseado em uma aproximacao pela normal, pode ser justificado do seguinte
modo. Se o2 denota a varidncia de W), e se podemos usar alguma forma do Teorema do Limite Central
para mostrar que, conforme n — oo, W" % pode ser comparado a uma distribuicio N (0,1). Temos,
portanto, a base de um teste aproximado

Existem varios detalhes para serem verificados no argumento do paragrafo anterior, mas essa idéia
tem aplicagdo em muitas situacdes. Por exemplo, se W,, é um EMV, o teorema pode ser utilizado
para validar o arqumento acima. Note que a distribuicao de W, e, talvez, o valor de o,, depende do valor
de 0. A convergéncia, assim, mais formalmente diz que para cada valor fixado de 6 € ©, se usarmos a
correspondente distribuicao para W, e o correspondente valor para oy, nge converge para uma normal
padrao. Se, para cada n, o, é uma constante calculével (que pode depender de #, mas niao de qualquer
outro parametro), entdo um teste baseado em g 9 pode ser obtido.

Em algumas situagoes, o, também depende de parametro desconhecido. Em tal caso, olhamos para
uma estimativa S, de o,, com a propriedade de que g* - converge em probabilidade para 1. Entao, usando

o teorema de Slutsky, pode-se deduzir que S =0 tambem converge em distribuicdo para uma normal
padrao. Um teste para grandes amostras pode ser baseado nesse fato.

Suponha que queremos um teste de hipdteses bilateral para testar Hy : 8 = 6y contra Hg : 6 # 6.
Um teste aproximado pode ser baseado na estatistica

Wn_HO

Zy =
S
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e rejeitariamos Hy se, e somente se, Z, < —2,/2 OU Zp, > 24/2. Se Hy é verdadeira , entao 0 = 6 e Z,
converge em distribuigdo para Z ~ N (0,1). Endo, a probabilidade de erro tipo I,

Py, [Zn < —ze ouzy, > z%} — By {Zn < —ze ouZy, > ze| =«

e esse é um teste assintético de tamanho a.
Agora considere um parametro alternativo de valor 6 # 6y. Podemos escrever.

W, — 6 W,—6 0-20
o n 0

In = S S, S,

Nao importa o valor de 6, o termo ngn—e — N (0,1). Tipicamente, é também o caso de que o, — 0
conforme n — oo (lembre que o,, = Var [W,], e o estimador normalmente se torna mais preciso conforme
n — oo0). Entdo, S, convergird em probabilidade para 0 e o termo 9;50 convergird em probabilidade
para 400 ou —o0, dependendo se (6 — 6p) é positivo ou negativo. Entao, Z,, convergird para +oo ou —oo

em probabilidade e

Py [rejeitar Hy] = Py [Zn < —zgou Ly > zg| = 1,n— oo

Desse modo, um teste com tamanho assintético o e poder assintético 1 pode ser construido.
Se quiséssemos fazer um teste de hipdteses unilateral

H010§90
Hi:0>0y°

um teste similar poderia ser construido. Novamente, um teste estatistico Z, = ng_eo seria usado e o
teste rejeitaria Hy se, e somente se, Z,, > z,. De maneira similar ao caso acima, podemos concluir que a
funcdo poder do teste converge para 0, « ou 1, de acordo com 8 < 8y, § = 6y ou 6 > 6y. Entao esse teste
também tem propriedades assintéticas de poder razoaveis.
Em geral, o teste de Wald é baseado em uma estatistica da forma
W, —0
Zn = z 0 )
Sn

em que 6y é o valor na hipo6tese nula do pardmetro 8, W,, é um estimador de 8, e .S,, é o erro padrao para
Wy, uma estimativa do desvio padrao de W,,. Se W,, é o EMV de 6, entao \/ﬁ, em que

2

(W) = 7 log (61X )

0=Wp,

é o nimero de informacao observado.
OBS.: 52 ¢ um estimador de Vary {Wn}, logo se n é grande Vary [Wn} ¢é aproximadamente a cota de
Cramér-Rao e

1 1

Varg {é} ~ =
~Ey [y g log (f (X:10)] nEy [ log (f (X 10))]

=0 =0

Um outro teste muito utilizado em casos de grandes amostras é o teste do Escore (Score test). A
estatistica escore é definida como

0 0 n 0
-9 X)) = 2 X;10)) = = log (L (]X)).
S (0) = 55 log (f (X10)) = =5 10g ([T, £ (Xi10)) = 55 log (L (6]X))
Sabemos que , para todo 6, Eg[S (0)] = 0. Em particular, se estamos testando Hy : § = 6y e se Hy é
verdadeira, entdo S (6y) tem média zero. Além disso, sabemos que
2

Vary[50) = i | (35 08 (L)) | =B | 2 0x (£ 01| =1, 01
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ou seja, o nimero de informacio é a varidncia da estatistica escore. O teste estatistico para o teste do
escore é

S (6o)
V ]ﬁ/(GO)
Se Hp é verdadeira, Zg tem média zero e varidncia 1. Do teorema [1.5.3] segue que Zg converge em

distribuicdo para uma variavel aleatoria normal padrao se Hg é verdadeira. Entdao o teste do escore
rejeita Hy se |Zg| > Zg a0 nivel aproximado «. Se Hy é composta, entdo 0y, uma estimativa de 6

Zg =

assumindo que Hy é verdadeira, substitui g em Zg. Se éo pe o EMV restrito, a maximizacao restrita
poderia ser realizada utilizando os Multiplicadores de Lagrange. Entao, o teste do escore é algumas vezes
chamado de teste dos Multiplicadores de Lagrange.
A seguir, vamos demonstrar com mais detalhes a convergéncia da estatistica do teste do escore.
Seja S (0p) a estatistica escore definida anteriormente, ou seja,

§(00) = o10s ([T, 7 (X:10)) = X0 Ftog (£ (X; 10))
_ n% S 889 log (f (X:10)) = nZn.

Se Z = %log (f(X;16)), entao

Varg, [S (60)] = Es, K;@ log (TT, £ (X; \9)))21 — B, [(ZL o (F (X |e))ﬂ
2

2
~ nE, [(;Hbg (s (x10) ] - 0, [5’9 log (/ <X|e>>]

1(6o)
I,(6o)
= I, (6p) = nI (6y)
Logo, temos que
_ S(0)] 1 1 1 (6o)
Var [Zn} =Var [ - } = ﬁVar [S (60)] = ﬁnI (6o) =

Pelo Teorema do Limite Central, segue que

Zp — Ey Z 7
nM—>N(O,1):> VnZn

N (0.1
1(60) T O

n

converge em distribui¢do. Como nZ, = S (fp), implica que

Az nZ., S0) _ S0 _ 5

VIO) VnyT(0o) /nl(00) /In (00)
Portanto, Zg — N (0,1) em distribuicao.
Dessa forma, para testar as hipdoteses Hy : 6 = 0y contra Hy : 8 # 0y o teste do escore é: rejeitar H
se Zg > Zg ou Zg < —zg.

1.7 Estimacao Intervalar

Considere uma amostra Xi,..., X, com X; ~ N (u,(f?). Suponha que queremos encontrar um intervalo
de confianca com (1 — ) 100% de confianga para ju, considerando o2 desconhecido. Esse intervalo de

34




1.7. Estimacdo Intervalar

confianca deve ser construido com base em uma quantidade pivotal. No caso acima, considere a seguinte
quantidade

X —
g (1.36)
vn
dai ) B B
_ X—p X—p X—p
X-p_ & _F _ = __z
Sp S Sa n T T2 tn1
% @ 7 Xi—X2 \/an
vn 1 1:21( : n—l1
n—1 o2

em que S, é a estimativa da variancia amostral. Logo, a quantidade [I.36] ¢ uma quantidade pivotal e

tem distribuicdo ¢,—1. Como isso, podemos construir um intervalo de confianca para u, pivotando a
quantidade da seguinte forma

1—(1:P[—f%<tn,1<€%}

X —
=P |-t <5t <t

2

n

_ _ S
[X— 25g<u<X+—"

7]

Il
s

M

Portanto, o intervalo com (1 — «) 100% de confianca para p é

IC 1 _ay100% (1) = {X - ifﬂ% X+ Snfa}
\/ﬁ 2 \/ﬁ 2

Contudo, existem situagoes em que nado é possivel, ou é muito dificil, encontrar uma quantidade

pivotal como em Exploramos nas se¢des anteriores algumas versoes aproximadas e assintéticas de

conjuntos de confianca. A proposta agora é, como visto nessas se¢bes, apresentar métodos que serao uteis

em situagoes mais complicadas e nos proporcionarao obter alguma resposta. A resposta obtida nesse caso

nao é, quase que certamente, a melhor, mas também nédo é a pior. Em muitos casos, no entanto, sdo o
melhor que podemos fazer.

Intervalo de Confianca aproximado utilizando EMV

Da discussado na secao|1.5| e usando o teorema temos um método geral de se obter uma distribuicao
assintética para o EMV. Portanto, temos um método geral para construir um intervalo de confianca. De
forma analoga ao teorema podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.7.1. Sob as mesmas condicoes do teoremam se X1,...,Xp sao iid f(x]0) e 0 é EMV
de 8, e h (é) ¢ uma fungdo do EMV de h (), entdo

i (0) - ) » v (02°) (137)

em distribui¢io e I () = —FEy [53—022 log (f (X ]9))}
Do teorema podemos obter a seguinte quantidade pivotal

90) - h(9)) h (éo) —h(0) B h (éo) —h(0) ~ N (0,1)

(h(6))?  Jweyr wey?
7(0) ni(0) Tn(0)
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cuja variancia de h <é) pode ser aproximada pelo método Delta, dai

o) ) ~ ey
L, (9) —Fy [Z@ 1 892 log (f (Xi |0))] —2ie1 53722 log (f (Xi

)
Logo, temos que

h(0) — h(e)

~ N (0,1) (1.38)

(0
-y, 2 log (Xilé))

¢é aproximadamente uma quantidade pivotal para 6.
Portanto, um intervalo de confian¢a com (1 — ) 100% para h (0

IC1—a)y100% (R (0) 00 00 T (1.39)
— i 392 log ( 0 -2 392 log ( 6)) ’

Exemplo 1.7.0.21. Seja uma amostra aleatoria Xi, ..., X, de uma populagio Bernoulli(p). Vimos
que podemos estimar a razdo de chances ﬁ pelo seu EMYV ﬁ e que essa estimativa tem variancia
aprorimada por

5 P p
Var { A} R~ .
L=pl  n(1-p)°
Qual o intervalo de confianca assintotico de EMV para 1%;) ?
SOLUCAO

Seja h (0) = {2 e h (éo) —

1éﬁ' Pela expressao|1.38 temos que

h(0o) — 1 (0)
l-a=P|-2a < 2= < 20
,/Var{h(oﬂ
h (o) —h(0)
=P|—Z2a< —-—~——— — < 2z2a
: (h(6))* :
L 1. (0)
P p_
—P|za < 22_17P .,
2 2
Var[lpﬁ}
P P p P P
:P — Za [
15 Za Var[l—ﬁ}<1—p<1—A+Z Var{l_ﬁH
b P P P P
=P —~ — Za < ~ + za
1-p 2\n@-p°® l-p 1-p n(1-p)°

que € o intervalo de confianca aproximado.

Uma forma mais restritiva de aproximacao por verossimilhanca, mas que, quando aplicavel, retorna
melhores intervalos, é baseado na estatistica do escore. A quantidade aleatoéria

4y log (L (0]X))
o [Zlog (1. (01%)]

Q(X10) = (1.40)
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tem distribuigdo assintoticamente N (0,1) conforme n — co. Entéo, o conjunto

{0:1Q(X10)] < 25 } (1.41)
é um conjunto aproximado de confianca 1 — a. Note que, aplicando os resultados da se¢ao temos que
Ey [ 1og (L.(9]X))]

=0
o (G log (1. (01X)]

Ep [Q(X0)] =

Vary |4 log (L(01X))]

Varo [Q(X16)] = — (2105 (LOX)]

962

e essa aproximagao corresponde aos dois primeiros momentos de uma variavel aleatéria normal padrao.

Exemplo 1.7.0.22. (Intervalo Escore da Binomial) Novamente usando a binomial como exemplo,
se Y =31, X;, onde cada X; é uma varidvel aleatdria independente Bernoulli(p). Obtenha o intervalo
de confianca para p utilizando na estatistica escore.

SOLUCAO

Pela expressdio temos que

solog (L (p[Y))

QY |p)=
(B [t L 1Y )]
Y Y

onde p=~. De um intervalo de confianca 1 — o aproximado é dados por

|l

Esse € o intervalo que resulta invertendo a estatistica escore. Para calcular esse intervalo precisamos
resolver um termo quadrdtico em p.

P—p
p(1—p)

n

<z

w|R

Um outro teste baseado em verossimilhanca seria considerar o fato de que —2log (A (x)) tem distri-
buigao assintética qui-quadrado. Vimos que se X7, ..., X, sdoiid f(x]0) e § é o EMV de 6, entao

A (x) = SPocey L(0]x) _ supgee, L (¢1x)
suppee L (0 [x) L (é\x>

que sob Hy = —2log () (x)) — x2 em distribuicio se Hy é composta. Se Hy é simples (Hy : 0 = 6)
entao,

_ L x)
M o)

que sob Hy = —2log (A (x)) — X3 em distribuicdo. Portanto, o conjunto de confianga

{0 : —2log (m) < X%;a} , (1.42)

é um intervalo de confianca 1 — o aproximado.
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Exemplo 1.7.0.23. (Intervalo pelo TRV para Binomial) Para Y = Yi* X;, onde cada X; € uma
variqvel aleatoria independente Bernoulli(p). Obtenha o conjunto de confian¢a 1 — « aproximado para p.
SOLUCAO
Pela expressdio temos que

p(1—p)"Y 2
:2log | ———————— ) <«x1.
{p g ( Ay (1 A)n—y f— Xl,a

€ o conjunto de confianca 1 — o aproximado pelo TRV.

1.8 Teste para Tabelas de Contingéncia

Dados binomiais colhidos de mais de uma populagdo sdo as vezes apresentados em uma tabela de con-
tingéncia. Para o caso de duas populagoes, a tabela poderia se parecer como a seguinte:

Populagao
1 2 Total
Sucessos 57 So S=51+5
Fracassos F; Fy F=InN+F
Total ny n9 n=n1+ne

em que a populacao 1 é binomial(n, p1), com Sj sucessos e Fj fracassos, e a populagao 2 é binomial(ng, p2),
com So sucessos e Fy fracassos. As hipotese que sdo normalmente de interesse sdo

Hy:p1=p2
Hi:p1 #p2

Vamos mostrar que um teste pode ser baseado na estatistica

(1 — Pa)”

S1+S52
ni1+n2

T se aproxima de uma 2. (Esse é um caso especial de um teste conhecido como teste de independéncia
qui-quadrado)

em que p; = %, Do = % ep= . Mostraremos também que conforme n1,n9 — 0o , a distribuicao de

Demonstracdo. O teste deve ser da forma: rejeito Hy se T' > k, para algum valor de k.

Mas para calcular a taxa de erro tipo I, é necessario conhecer a distribuicao de T sob Hy, mas essa
distribuicao parece ser bastante complicada.

Usando a aproximagao da distribui¢do normal para a binomial, temos que, sob Hy (p1 = p2 = p)
p1 ~ Binomial (n1,p), p2 ~ Binomial (ng,p), Var [p1] = (%P) e Var[pa] = (lnigp).

Logo, p1 pode ser aproximado por

. p1(l—mp
p1 ~ N (pla ( )> )
ny
da mesma forma a )
~ P2 (L — P2
p2 ~ N (p2,> .
na

Sob Hy : p1 = p2 = p temos que
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S 1-—
ﬁ2=2NN(p,p( p)>.
n2 n2

Por suposicio, p1 e po sdo independentes e intuitivamente isso é verdade. Dai, pelo teorema da
Convolucao, a distribuicio de p; — po é

N 1 1

pl—p2~N<0, <+>p(1—p)>
ni no

= S ~ N (0,1).

JE+E)pa-p

Portanto,

7 — b1 — P2 ~ N (0,1)
JE+E)s0-5)

:>Z2:TNX%7

ou seja, a estatistica Z tem distribuicio normal padrio e sabe-se que Z2 tem distribuicao qui-quadrado
com 1 grau de liberdade.
Uma outra forma de construir o teste seria por meio do TRV assintético. Para tal, temos que

supgee, L (0 x)
suppee L (0 x)
— SUDp, =p, L(0]x)
SUDPp poefo,1] L (6]%)
SUPy, —p, T (1= p1)™ % p52 (1 — po)
Sy, pefo. P1t (L= p1)™ % p5? (1 — p2)
S1+S2 (1 )n1+n2—(5‘1+5'2)

A(x) =

ng—Ss

ng—Ss

SUPpy =p, P -p

S —51, S
SUPp, pefo,1] PT (1 —p1)" 7 py? (1= p2)
(M>S1+Sg (1 B M)m-i-ng—(sl.i_&)

n1+ng ni+n2

)T )

no—Ss

Portanto, sob Hy = —2log (A (x)) ~ X3 pelo TRV assintético. Recusar Hy se —2log (A (x)) >
2
X1;0° O

)

1.9 Propriedades Assintéticas das Estatisticas de Ordem

Uma das principais de se utilizar o comportamento assintético estd nas estatisticas de ordem.
Pelo Teorema do Limite Central, temos que, para a média amostral,

Vvn ()_( - ,u) — N (0,02) (1.43)

a varidvel aleatéria em converge em distribuicdo. Serd que existe alguma propriedade parecida para
uma grandeza similar, como a mediana? De maneira geral, é possivel se obter distribui¢Ges assintdticas
para as estatisticas de ordem? Esse assunto serd discutido a seguir.
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Normalidade Assintética da Mediana

Seja X1, ..., X, uma amostra iid de uma populacdo com fdp f (-) e fd F'(:). Se F (u) = P (X < p) =
entdo pu = mediana. O argumento é baseado na distribuicdo binomial. Seja M,, a mediana amostra
Por exemplo, se n é impar,

1
2
1.
My = Xz )

em termos de estatistica de ordem.
Vamos definir

. _a_
nz{ Lse X < p+ 4

0, caso contrario

em que a é uma constante. Logo, Y; ~ Bernoulli com probabilidade de sucesso

P[m_u_P{Xigqua]_F{ﬁ

NG ﬁ} — b

Novamente supondo n impar, o evento {Mn < pu+ ﬁ} significa que pelo menos metade dos X; sao

maiores que y + -% e, portanto, mais da metade dos Y; sdo 1 e {37, V; > 2H L Togo,
1% vn =1 2

P[\/H(Mn_ﬂ)ga]:P_MnSM+\/ﬁ:|

— n+1
:P_Zizly;-z 5 }

n n+1
=P Zi:l }/1 —MNpn > T — NpPn
_Z:.L:l Y;~Binomial(n,pn)
:P-Z?ﬂyi_ no> )
L \/npn (1—pn) \/npn — Pn)
quando n — oo, entao
a 1
=P|X; < — = =
Pn { i S pt \/ﬁ} 9’
uma vez que nlgrolo ﬁ =0eP(X <p)= % Pelo Teorema do Limite Central, temos que
2 Yi S
Z?zlYi—npn_n< o _\/E(Y"E[Y])%N(Ol)
npp, (1 — pp) Vn/prn (1 —pp) Var[Y] ’
Vejamos a convergéncia de
"5 —npn
npn (1 - pn)
em que p, = F [u + ﬁ} Dali,
- npn 1 1 +’;—npn]
\/npn (1 - pn) \/pn (1 - pn) 2f \/>

pn(ll—pn) Q\f nﬁﬂ

_ 1 N (f fpnﬂ
pn(l_pn) 2\/6
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- i et ()]
1 1 NG 1
Vo T —pn) 2V \/pa (1~ pu) (p" - 2)

lembrando que quando n — oo, p,, (1 —p,) — i e ﬁ — 0. Portanto, o tnico limite a ser feito é

1 1 Vi 1\ 1
T~ vty () =2 ()
7 (u+ 5) ~F W)

1

=

Quando n — oo, % — 0 e o limite acima é o mesmo que

i —oq (1t Ap) = F(n)]
Ap—00 AM

= —2aF' (p) = —2af (1)

que é a definigdo de derivada de uma funcao F' (u). Logo

P[\/E(Mn—,u)ga]—>P[Z§—2af(,u)]:P[ Z <—a}.

Considerando a fd de v/n (M,, — ) denotada por H, temos que

H(a)—1 —<I>07( Ly (—a)

=H'(a) — —<I>:)7(#())2 (—a)(-1) =9

em que P (-) é a fungdo de distribuicdo acumulada de uma normal. Como a normal com média zero é
simétrica em relacdo a origem temos que

H' (a) = ¢, (a)

1
"4f2(p)
em que ¢ (-) é a fungdo densidade de probabilidade de uma normal. Portanto, a convergéncia em distri-
buigao de /n (M,, — u) é para uma distribui¢ao normal.

Com isso, acabamos de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 1.9.1. Seja u a mediana populacional de uma amostra Xy, ..., X, #d de uma populagio f (-)
e F (+) sua fungio de distribuicao acumulada. Seja M, a estatistica de ordem relativa a mediana de uma
amostra de tamanho n. Se n — oo, entdo a varidvel aleatoria /n (M, — ) converge em distribui¢ao

para uma N (Oulf%(u))'

No teorema acima, a posicao relativa é mantida quando n cresce.

)

. ~ 7 o~ n . ~ . . ~
Uma outra situagao é fixar uma posigdo X ,i , k fixo e n cresce. As situagdes mais importantes sao

X fn), que é a estatistica de ordem do minimo, e Xr(ln), que ¢é a estatistica de ordem do méaximo. Ambas

)

~ , . . n
sao estatisticas de valor extremo. Vejamos o caso X7(L . Tem-se

Fym (x) = [Fx ()]
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n N . . . s 4
No entanto, XT(L ) tem tendéncia a concentrar seus valores em valores cada vez maiores. A idéia é
. n . . . o o~ . .
normalizar XT(L ) na tentativa de se obter uma distribuicdo limite para
n
XT(L ) _ an
bn, '

(Note que X"T\/;“ =./n (@))) A sequéncia de valores a,, tem a fungdo de “puxar” os valores limite e
os valores de b,, fazem uma mudanca de escala na varidvel X\, As sequéncias {an} e {b,} devem ser
obtidas.

Vejamos um exemplo com a distribuicdo logistica.

Exemplo 1.9.0.24. Considere a funcdo de distribuicao acumulada da distribuicdo logistica

Como obter {a,} e {bn}.
SOLUCAO
E razodvel supor a, seje prézimo de E [XT(Ln)}. Pelo Teorema da Probabilidade Integral temos que

F(X)~U/(0,1), dai diante de uma amostra {X1,...,X,} e aplicando o teorema da Probabilidade Inte-
gral,

{F(X1),....F (Xo)} = max {F (X1),...,F (X,)} = F (max {X1,...,.X,}) = F (X{")

pois F' € crescente. Assim, utilizando a esperancga da uniforme temos que

B[r (7)) = 5

e utilizando o método Delta, temos que

1 B N 1
—E{Xff‘)} a E{Xff’)} T 1+
1+e 1+e
OBS.:
S SR R SR
l+e* eTette? e T(ef+1) er4+1 1+ e
Portanto,
E[Xf,")} (n)
e :néE{Xn”}Nlog(n):an
E ainda
x™ e, xiM- log (n) xim - log (n)
= = lim P|————* <z

= lim P [Xn < zb, + log (n)]

n—oo X,

= lim [F (zb, + log (n))]"

] X .
=T embnlog(m]

= Tim_ [1 4 e7enlox]

n—o0

e—wbn -n
= lim |1+
n— 00 n
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x

= e ¢

que € a densidade de wma varidvel aleatoria com distribuicao Gumbel considerando b, = 1.

Podemos, agora, apresentar um teorema universal para a estatistica de ordem de valor extremo.

X,(L" —an

)
Teorema 1.9.2. Seja Xi,...,X, uma amostra iid e F () a fd de X;. Se =24~
buicdo, entdao o limite é:

converge em distri-

[ J
Gi(z;y)=e " ,y>0 (1.44)
[ ]
el
G (237) = € " T Lo 0) (%) + T(0.00) () ,7 > 0 (1.45)
[ ]
G (57) = (1.16)

em que as distribuicoes|1.44), [1.49 e|1.46| sao amplamente conhecidas por Weibull, Fréchet e Gumbel.




Exercicios Resolvidos

2.1 Listal

Questao 1(Caderno)

Provar que E[(W,, — 0)%] = Varg(W,,) + [Viése(W,)]%.
SOLUGCAO

Sendo E[(W,, — 0)?] o erro quadratico médio, temos

B[(W, —0)] Eg[Wy, — Eg(Wy,) + Eo(W,,) — 6],
= Eg[(W,, — Eg(Wp))? + 2(W,, — Eg(Wy))(Eg(W,, — 6) +
+(Eg(W,, — 0)?),
Eg[(W,, — Eg(Wn))?] + 2Eg[(Wy, — Eg(Wy))(Eg(Wy) — 0)] +
+E[(Eg(Wy) — 9)2]7

Observando 2E[(W,, — Eg(W,,))(Ee(W,,) — 0)], temos que (Ey(W,,) — 0) é uma constante, portanto,
pode sair da esperanga. Assim,

Eo[(Wn—0)Y] = Eg[(W, — Eg(Wp))?] + 2(E(W,,) — 0)E[W,, — Eg(Wy,)]
(Eg(W,) — 6)2,
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temos que E[W,, — Eg(W,,)] = Ey[W,] — Eg[W,,] = 0. Dessa forma,
Eg[(Wn = 0)°] = Egl(Wa — Eg(Wn))?] + (Eg(W) — 6)*.

Pela definicao 11(MOOD, 1974,p4g.67), Varg[Wy,] = Eg|(W, — Eg(Wy))?] e Eg(W,,) — 6 é chamado de
viés (MOOD, 1974, pag. 293). Portanto,

E[(Wy, = 0)%] = Varg(W,,) + [Viésg(W,)]%.

Questao 2(Caderno)

Sejam X7, X2, X3, X4eX5 uma amostra com distribuigdo uniforme, isto é, X; ~ U(0,1). Obter:
a) E[X@)];
b) E[Xu)l;
c) E[X()]

SOLUCAO

Algumas consideragdes iniciais:

e A funcdo densidade da populacdo uniforme [0,1] é dada por:

[x(z) = mla,b@f%
1
= 1
1-0 U,l(x)v
= 1. (2.1)
Temos ainda que a funcdo distribuigao
x
Fx(z) = / f(z)dz == (2.2)
0
e Seja Xj, Xy, ..., X,,, uma amostra aleatéria de tamanho n de uma funcdo de distribuicao F'(.).
Entao V1 <Y < ... <Y, < ... <Y, em que Y, é a X; considerada em ordem crescente de
magnitude chamada estatistica de ordem correspondente a amostra X, Xs, ..., X;,. Considere

y € R fixado, e seja Z; = [(_4(Xi), isto é, Z; = 1 se X; € (—o0,y] e zero caso contrario. Entdo,
a varidvel aleatéria Z; tem distribuicdo de Bernoulli de pardmetro p = Fx(y). Com isto,

n
Z Z; = nimero de X;'s <y,
i=1

tem distribuigdo binomial com pardmetros n e Fx(y). Assim, a fungao de distribui¢do marginal de
Yas, « =1,2,...,n é dado por:

Fy,(y) = PlYa<y]=P [ﬁ:zl > a

Fy,(y) = Zn: (?) [Fy)l[1 = Fy)"™, (2.3)

ou seja, deve-se garantir que Y, < y, que em outras palavras, que ao menos « valores dos X;'s

sejam menores ou iguais a y, como observado na Figura [2.1
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Yo

Fy(y)

N

- em om om < L

Figura 2.1: Reta da funcao distribuicao

Y«

- 1 ](umu est. de omfem)] n-«

y y + Ay

Figura 2.2: Reta da funcao densidade

Para se determinar a funcdo densidade de probabilidade de Y, serd usado o auxilio da Figura [2.2]

Nos célculos apresentados, serd utilizada a funcao de probabilidade multinomial, com funcao con-
junta dada por:
_ n! k1, k2 km
P(kfl,]{fQ, - ,l{jm) = mpl p2 . pm s
comy " pi=1led " ki=n,k €N 0<k; <n.
Assim, a probabilidade de & — 1 X;'s estarem contidos no intervalo (—oo,y] é p1 = F(y); a proba-

bilidade de 1 X; estar contido em (y,y + Ayl, é po = F(y + Ay) — F(y); e a probabilidade de n — «
X,'s estarem contidos no intervalo (y + Ay,00) é p3 =1 — F(y + Ay). Portanto,

Fy, (y + Ay) — Fy, (y) Ply <Y, <y+ Ay]

fr.w) = Algi}rgo Ay - Algi/rgo Ay ’
= Alzi!rEOP[(cu —1)dos X; <y; 1 X; em (y,y + Ayl;
(n —a) dos X; >y + Ay]/Ay,
n!
= m[ﬂy)}“‘l[l - Fy)]"* x
i FW+AY) — F(y)
Ay—0 Ay ’
f(y)
n!
fv.y) = m[ﬂy)}“*[l —F)I" " f(y). (2.4)

Utilizando ([2.3), pode-se obter a funcao de distribuigdo das estatisticas de ordem Yj e Y,,. Para Y,
com o = 1, tem-se

Frly) = Y, (?) [F(y)]'[1 = F(y)]" "

Jj=1

Observando que

(g) [F)°lL—F)" " + Py (y) =1,
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e que,
n n— n
<0> PP~ Fu)° = 1 - P

entdo, a funcdo de distribuigdo Fy, (y) sera:

Fy,(y) =1-[1-F(y)"

Derivando ([2.5) com relagao a y, encontra-se a funcao densidade, ou seja,

_ OFy, (y)

oy~ Wl- Fy)™

i

Ja a fungdo de distribuicdo para Fy, (y), utilizando (2.3)), é

A = 3 (1) Ewbl - o
Fy,(y) = Z)[F@)J"H—Fw-",
Fy,(y) = [FI",

em que derivando (2.7) com relagao a y, encontra-se a fun¢ao densidade,

fro = dF;y(y) — nf () [F(y)" .

(a) Esperancga de X5
De acordo com (22.2) e (2.7), temos a funcdo distribuigao de X5y dada por

sendo a funcao densidade, usando as expressoes (2.9), (2.1)), n = 5 em ([2.8), temos
fX(s)(m) =5x1x [93]5_1 = 5z para 0<z<l1.

Assim,
1
BlXe) = [ afx(s)d

1
= / z(5zh)dz,
0

1
= / 52°dz,
0
1

6], ©
(b) Esperanga de X(;):
De acordo com as expressoes (2.1) e (2.6]), temos a fungao distribuicdo de X(;) dada por

FX(1)(w) =1-[1- $]57
sendo a fungdo densidade de X(1), usando as expressoes (2.6)), (2.1) e n = 5, entdo

fxo (@) =5x1x [1— ) para 0<z<l.

Lista 1

(2.5)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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Assim,

1
ElXy) = /Oxfxm(l“)dﬂ?,

1
= / x x 5[1 — x)*dz,

0
1
= 5/ z(1 — z)4de,
0

usando o bindmio de Newton:

(a+b)?* = a*+4a®b + 6a%b* + 4ab® + b*,
(1—2)* = 1+4da+62% 42 + 24
temos
1
EXyl = 5/ 2l — 4x + 62% — 423 + 2] dz,
0

1
= 5/ [z — 422 + 62° — 42 + 2%]dx,
0

[CL’Q 423 6zt 42® b 1 !

= - (2.14)

(b) Esperanca de X(3):
Usando a expressao (2.4) para a = 3, temos

5! _ _
[X s (@) B-1i(5_3) X 1x [z 71— 2],
5.4.3. 2!
= 2!72!332[1 — z)?,
= 302°[1 — 2)*
Calculando a esperancga para X s,
1
ElX@] = /0 T fx s da,

= /1 (3022 (1 — z)?]dx,
0

1
= 30231 — 2z + x?]dx,
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= 30x 1
N 60’

1
L 2.15
: (2.15)

Um resultado interessante nessa questdo, é que para essa situagdo em que a distribuicdo da v.a. é
uma Uniforme(0,1), a equagao ([2.4) pode ser reescrita como

fxo (@) = r(@i(@f o P (=) (2.16)

que tem distribui¢ao beta(a,n — a + 1). A partir disso, podemos deduzir que

a a(n—oa+1)
EX == X = .
[ (Oé)] n4+1 € Var[ (a)] (n+1)2(n+2)
Assim,

o 1 1
Fol = 253 =557=%
o 3 1
Mol = 3 =5517
o 5 5
Pl = 3= 531 7%

Questao 3 (Caderno)

Qual a probabilidade de em 400 lances de uma moeda honesta sair 281 e 293 casos?
SOLUCAO

Sabemos que esse problema é um experimento em que a populacao tem distribui¢do Binomial. Porém,
se torna nao trivial se feita por esta distribui¢do. Assim, como auxilio do teorema 21 (MOOD, 1974,
pag. 120) poderemos aproximar a distribui¢do binomial pela distribui¢do normal, do qual temos,

X —
pla< \/%pﬁb] = Pnp+ay/npg < X < np+ by/npq],

— &) — P(a) n — 0. (2.17)

Calculando P[281 < X < 293] pela distribui¢do binomial, temos

P[281 < X <293] = % <4O.O> (;)J (;>4ooj,

j=281 \ J

esse resultado sem o uso do computador, demandaria algum tempo para obter o resultado.
Agora, usando a aproximac¢ao a normal,

o 293 — 400 x /2 \ o 281400 x 1/2
V400 x 1/2 x 1/2 VA0 x 1/2x1/2 )
93 81
- (5) -2 (5%):
~ ©(9,3) — @(8,1),
A~ 2,220446 x 10710 =0

P[281 < X <293] =
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Questao 5.22 (Casella, pag. 259)

Sejam X e Y varidveis aleatérias iid N(0,1), e define Z = min(X,Y). Prove que Z2 ~ x3.
SOLUGCAO
Calculando,

Fua(2) = P[(min(X,Y))? < 2] = P[-vz < min(X,Y) < Vz],
= Pmin(X,Y) < Vz] — Pmin(X,Y) < —/2],
= [1 = Pmin(X,)Y) > 2]] — [1 — Pmin(X,Y) > —/2]],
= Pmin(X,)Y) > —v/2] — Pmin(X,Y) > /2],

considerando que X e Y sao independentes, temos
Fpo = P(X > —V2)P(Y > —/z) = P(X > V2)P(Y > V2),

considerando ainda que X e Y sdo identicamente distribuidos, implica que essas variaveis aleatorias tém
mesma distribuicdo, isto é, P(X > /z) = P(Y > \/z). Assim,

Fpa(2) = (1= Fx(—v2))? = (1 - Fx(V2))%.
Percebemos ainda que 1 — Fx(1/2) = Fx(—+/z), entao
Fp(z) = [1=Fx(=v2)]’ - [Fx(-V2),

1 — 2Fx(—v2) + [Fx(—v2)]? = [Fx(—v2))?,
= 1-2Fx(—V>2).

Encontrando a funcio densidade de Z?2, temos

fr2(2) = ?FZZ(Z) = 7[1 — 2Fx(—V2)],

como fx(—+/z) = \/%76_1/2(\/5)2, entao

fre) = e 221,

que ¢ a distribuicdo de qui-quadrado com 1 grau de liberdade.

Questao 5.23 (Casella, pag. 260)

Se X1 e X5 sdo as médias de duas amostras de tamanhos independentes n de uma populacio com
varidncia o2, encontre um valor para n de modo que P[|X; — X3| < 0/5] ~ 0,99. Justifique seus célculos.
SOLUCAO

Usando o teorema do limite central, temos que X1 ~ N (,u, %2) e Xo ~ N (,u, %2) Considerando
que X1 — Xo ~ N(u*,0%),

pto= E[X1—Xo]=E[X1] - E[Xo] =p—pn=0,

o = Var(X))+Var(Xy) — 2Cov(X1,X5) ,
| S —
0, pois X1 e X2 sdo independentes.
N 2 2 2
o = —4+==2
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Podemos obter o valor de n da seguinte forma,

0,99 = P[‘Yl—Y2‘<0’/5],
B [—0/5 71 YQ /5 1

o/ V2 " o/ nE " o /al2

~ N(0,1), portanto,

(X1—X2)-0

o/y\/n/2
0,99 =~ Pl—/’x n/2 £ V”/Q]
) 5 )

1 /n 1 n
P[—5\/;<Z<5>< 2]

Dessa forma, podemos obter o quantil,

Sabemos que agora

P[z > q] ~ 0,005,

sendo g = f\/> , verificando numa tabela da normal padrao, ou no programa R, temos que

> qnorm (0.995)
(1] 2.5758929

podemos entao igualar,

5

= 2,578929,

C 555
|

2,578929 x 5v/2,
= 18,21431337,
— (18,21431337)%,
— 331,76 ~ 332.

Questao 5.31 (Casella, pag. 260)

Suponha que X seja a média de 100 observacoes de uma populacdo com média p e varidncia o = 9.
Encontre o limite entre os quais X — 1 estard, com probabilidade de elo menos 0,90. Utilize a desigualdade
de Chebychev e o teorema do limite central, e comente cada um deles.
SOLUCAO

Temos a desigualdade de Chebychev:

— 1

PIIX =l = tog] < 15,

ou )
PlIX —p| <tog] <1-— 2

Temos que 0% = %2 = 13—0 = ox = 1%, entao

3t 1

X—pl<=]>1-=

PIX =l < 5] >1- 5.

Queremos encontrar os limites entre os quais X — j esteja com probabilidade de pelo menos 0,90.
Assim,

1 1
1—-=>090= —>1-090=t>>
2= 2 ’ = 0,10
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Os limites entdo podem ser encontrados usando:

_ 31 3 3
Pl|X — =Pl == <X — el
{' “|<10] [ 10" “<10]’

e como t = /10, entao

p[\x—uk} - _

10 10

= P[-0,94868 < X — pu < 0,94868] > 0,90.

P [—3\1/? <X < 3@1 ,

Usando o teorema do limite central, temos que X ~ N(u,0%.), sendo o

_ X
sabendo que z = (5/%%?9) ~ N(0,1), portanto,

2 _ o> _ 9
=~ n T 100

= 0% = 0,09, e

b

Play < Z < ag] > 0,90,
P[—1,645 < Z < 1,645] > 0,90,
X —p
V0,09
P[-1,645,/0,09 < X — p < 1,645+/0,09] > 0,90,

P[-0,4935 < X — pu < 0,4935] > 0,90.

P[—1,645 < < 1,645] > 0,90,

Questao 5.34 (Casella, pag. 261)

Sejam X1,Xo,..., X, uma amostra aleatéria de uma populacdo com média y e varidncia o?. Mostre que
X — X —
E [\/M] -0 e Var l‘/wl -1
o o

Assim, a normalizacdo de X,, no teorema de limite central apresenta varidveis aleatérias que tém as
mesmas média e varidncia que a distribui¢ao limite N (0,1).
SOLUCAO

Sabemos que E[X] = E Z;LX] — lpyx] = nB[X] _ E[X] = p e Var[X] = Var [X;LX} _

#Var[z X] = nVarlX] _ VarlX] = pgqim,

n? n

como E[X]| = p, segue que

X —u 4D
El— ] =-—[p—p]=0
L n g
Para a variancia, temos
X —
Var [ = M] = %VQT[X —pl = %VQT[X},
n g g

como Var[X] = %2, entao
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Questao 5.44 (Casella, pag. 263)

Sejam X;, 1 = 1,2,..., varidveis aleatérias de Bernoulli(p) independentes e seja Y, = % 1 X
a) Mostre que /n(Y, —p) = N(0,p(1 — p)) em distribuigao;

b) Mostre que para p # 1/2, a estimativa da variancia de Y,,(1-Y},), satisfaz v/n[Y,,(1-Y,)—p(1—p)] —
N(0,(1 —2p)?p(1 — p)) em distribuicdo.

SOLUCAO
(a) Sabemos que X; ~ Bernoulli(p), com esperanca E[X]| = p e Var[pqg]. A distribuicdo de Y,, =
L™ | X;, pode ser encontrado pela funcio geradora de momentos, que segue,

E [etZX} - E {et[X1+X2+...+Xn]] ’

= E[e™E[e?] ... E[e!¥n].

A funcao geradora de X ~ Bernoulli(p),
B[] = %(1-p)+ep,

= (g+pe'), ¢=1-p.

Assim,
B[ 2] = (g+pe)(a+pe)... (a+pe'),
= (g+pe)".

Portanto, W = >~ X ~ Binomial(n,p), sabendo que E[W]| = np e Var[W| = npq. Dessa forma, Y,, =

%. Como Y,, é uma média amostral, pelo teorema do limite central, esta estimativa aproximadamente

(n — m) normal, com esperanga

e variancia,

%% Var[W] npqg pq
Var | —| = 5 — ==,
n n n
e portanto,
(o)
n

Podemos entao concluir que /n(Y,, — p) é uma combinagio linear da estatistica Y,,. Como essa
estatistica tem distribuicdo normal padrao, a combinacao linear terd também distribuicdo normal, com
esperanca

E[\/H(Yn - p)] = E[\/ﬁYn] - \/ﬁpa
= \/EE[Yn] - \/ﬁpa
= Vnp—np,

= ()7
e variancia,
Varlvn(Y, —p)] = Var[y/nY, —vnp| = Var[y/nY,],
= nVar[Y,],
g
= n—,
n

= np(l—p), ¢=1-p
Podemos entao concluir que em distribuicao,
Vn(Y, —p) = N(0,p(1 - p).

(b) Esse exemplo pode ser resolvido fazendo analogia ao exemplo 10.1.15 (Casella, p. 425, portugués).
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2.2 Lista 2

Questao do Caderno

X-1/a

Seja a varidvel aleatéria X ~ exp(a). Entao, calcule a distribuicao de W = =4 7o

SOLUCAO
Podemos expressar W = aX — 1. Como X ~ exp(a), ou seja,

flz;a) =ae™ ", x>0,

entdo a fun¢do densidade de W pode ser expressa,

flw) = ae_o‘<%)x

1
a)
= e o (w).

Observamos f(w) tem distribuigdo exponencial, porém deslocando w para o intervalo de —1 e co.

0.8

f(w)

0.4

0.0

Figura 2.3: Grafico da funcao densidade fy (w).

Vamos mostrar que f(w) é uma funcdo densidade de probabilidade com média 0 e varidncia 1, j& que
w é uma variavel normalizada. Assim,

/ flw)dw = / 6_(w+1)dw,
-1 —1

1 o0
= e / e “dw,
-1

= ¢! [O—FQI} ,

Questao do Caderno

Calcular aproximadamente f(z) = e~ para z = 0,25.
SOLUCAO 2
flx)=e"
f'(z) = —2ze "
f(z) = dg2e™" — 9

Aproximacao de primeira ordem (Série de Taylor):

f@) = f(zo) + f'(w0)(z — o),

2 _
~ e 0 —2xpe” "0 (x — xp),
para g =0

fx=025) ~ 1.
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Aproximacao de segunda ordem (Série de Taylor):

J" (o) (wo — x)?
5 ,

Q

f(@o) + f'(zo) (@ — x0) +

1—x2,

()

%

para zg =0
f(x=0,25) ~ 0,9375.

Usando o R, temos que f(x) = 0,9394131, e usando a aproximagao de segunda ordem f(x) = 0,9375.

Questao do Caderno

Seja as varidveis aleatoria X ~ Exp(a) e Y ~ Exzp(f3), independentes, e Z = % Entao, calcule a E[Z]
e Var[Z].
SOLUCAO

Usando um resultado do Mood (1974, pag. 187), temos

fz(z) = /0 ylfxy (uy.y) -
Como X e Y sao independentes, entao fxy(z,y) = fx(z)fy(y). Assim,

fZ(Z) = / yae_a(Zy)ﬁe_Bydy7
0

— o8 / ye Yo+ gy,
0

calculando a integral por partes, considerando [udv = wv — [wvdu, entdo u = y, du = dy, dv =
e ¥z tB)dy e v = —e ¥ H) /(a2 + ). Assim,

_ B [ _yastp) / * —y(az+8) ro
fz(Z)—azJ_B_ye t)oe dyo
— af _ye—y(az-l-ﬁ) _ M
az+f | az+p |, ’
5 (i ot + b graes) - (0 o)
- lim —— 41 —(o——— ).
az+ _(yggo ey(az+p) * yggo (az + ﬂ)@y(az-i-ﬁ) 0 (az + /B)

Observando o limite limy_, S = —27, estamos com um problema de indeterminacdo. Assim, a
solucéio serd usar a regra de L’Hopital, ou seja, considerando f(y) = —y e g(y) = e¥(®*+5) entdo
/
-1
') = lim = 0.
Y—00 g/(y) Yy—00 (OéZ + ﬁ)ey(az‘i'ﬁ)
Podemos entao retornar a densidade,
af 1
= 0 ,
f2(2) az+f (0+ )+az+ﬁ
of
1 .
(OéZ—i-ﬁ)z (0,00)( )
Se considerarmo « = 3, obteremos
1
fz(z) =
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como observado no Mood (1974, pag. 208), sendo esta uma densidade com média infinita.

] az >
E[Z]:aﬁ(az—f—ﬁ + log( )) —
0

a2

as

B2 = /Ooo o (a_z{j:ﬁ —2Blog(az + ) + az) .
0

Var|Z] = oo

Questao do Caderno

Seja X1, Xs, ..., X, uma amostra de uma populagdo com distribui¢do Poisson, isto é

B AeA

, x>0, A>0.

Prove que E[X]| = Var[X] = A.
SOLUGCAO

2 3 ~
observe que e” =1+ 2+ 5 + 55 +... = )72, 57, entao
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X, ATe A
= Z €T N

= z(r—1)!
B i$ A:pe—)\
A O Ik
B i - e AN
=k

fazendo m = x — 1, temos

00 f/\)\(m+1))\71
= Sment A
m=0
0 e—A)\(m—I—l) e e—A)\(m—I—l)
DA - -

- Z mn m! m!

m=0 m=0

m! ’

—A\ym 00 e—)\)\m

e
= Z%m L |

m

m=0
E[X] =1
= ANA+1]
Assim,
VarlX] = E[X? - (E[X)),
= AN +A-)\
= A\

Questao do caderno

Mostrar que se X ~ Gama (%,%), entao aX ~ Gama (%,i)

SOLUCAO 1
Seja a distribuicdo gama com a parametrizagao r e A,

flz;m\) = I\)(\ﬂxr_le_)‘m, x> 0.

Seja a transformacdo Y = ¢X, sendo ¢ uma constante, entao

fly) = F?;)(z)r_iexz (3):
= (o) ()
RS

ey (1)

sendo portanto, Y ~ Gama(r,%). Se considerarmos 7 = \ = %, entdo Y ~ Gama(%,i).
SOLUCAO 2
Sabendo que X ~ Gama(r,\), para descobrir a fungdao densidade de Y = ¢X, sendo ¢ uma constante,
entao

Fy(y) = Fy(Y <y),
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como queremos encontrar a funcao densidade,

Fx(cX <y),

Fy(x2?),
C
FX<y>)

C

basta derivar a fungido acumulada. Assim,

d d Y
Bl 2 Y A
dy v () dy (c)
Y 1
fry) = fx () X —
c c
Dessa forma, chegaremos ao resultado da SOLUCAO 1.
Questao de Caderno
n _7 2
Calcule a Var[S2], sabendo que S2 = Zi:l()_( X)
SOLUCAO
Vamos fazer algumas defini¢Ges:
X — i=1 X 52 _ :‘L:l (Xz - Y)2
n n—1 ’
_ Zz‘Nzl Xi _ i\il(ai —w)? o Z'ﬁil af
o= N , Mk = N ) lu’k - N
Seja a transformacio Z; = X; — pu para i = 1,2,...,n, entdo E[Z;] = 0. Reescrevendo S? em funcao de
Z;, chamando X; = Z; +pe X = 2 ()i kil Ei:lfzzi)-hu = Zizl Zi + p. Podemos entao redefinir:
82 — :L:l(X’L' B Y)Q
n—1 ’
r 7
_ ZinlZit f— LBy g2
n—1 ’
= Z Zl - =1 ) )
n—1H n
1 & "L Zi nZi\2
— Z2 —927. =1 “1 < =1 Z)
n—1 ; l ’ " on * n ’
L [Fasmnamm,, (S|
n—1 | n n
L[ o ?—1 Z)? (X Z)°
- n-—1 Z Zi =2 * n ’
Li=1
1 [
T -1 Z Zi - ]
Li=1
= n Z Z2 Zn:
N n(n —1) Zi
=1 =1
Dessa forma, temos que a Var[S?] = E[(S?)?] — (E[S?])? = E[S*] — i3, precisando apenas encontrar
E[S*4]. Assim,
E[SY] = BE[(5*)?,
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2

)

n n 2

L (a2 (yz
a1 "2 Q?))
1 i n n 2
R RS _(”;Z"?_ <§Z> )

2

9

= %E <nZZ§> -2 Z} (Zzz) + (Zzz) ,
n?(n —1) [\ i1 i=1 i=1 i=1
1 I n 2 n n 2 n 4
= PnIp 1)2E n? (; ZE) — 2ngzi2 (;ZZ> + (; ZZ->
Sabendo que Z1, Zo, ..., Z, sdo independentes, entio:
E[Z:Z;] E[Zi]E[Z;] =0,
E(Z}Z}) = E[Z]E[Z;)) = E[Z}] x0=0,
B[222;2,) = EIZYE(Z))E[Z] = E[Z2] x 0x 0 =0,
E|Z;Z;Zv2Z)) = FE[Z]E[Z;|E|Zy)E[Z)] = E[Z;] x 0 x0x0 =0,
E|Z}Z;] = E|Z}|E|Z]) = nopa = 3.

Resolvendo a primeira parte do somatério dentro da esperanca,

(57)

= E|(Z2+Z+.. . +22) (2 +Z3+...+ 2)],

= B|ZZ}+. + 2222+ 2373 + .+ 2322+
+Z37F + Z3Z5 + .+ Z3Z2 + ..+ Z2Z2_],

= B> Zi+) 27}

| i=1 i#j

:EZZ4

+F

N 777

i#]

n n n—1
= Y EZJ+E > 2}> Z;
=1 =1 j=1
n n—1

— B[z + Y B,

i=1 j=1

n n—1

= nua+ > Y E[Z}E[Z}]

i=1 j=1
= npa+n(n —1)uops,
npa +n(n — 1),

—_ 1

Resolvendo a segunda parte do somatério dentro da esperanca,

(57)(57)

E[(Zf+2§+...+zg)(Zl+22+...+zn)2},

> z237;

i#]

- lzzﬂ vE
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+ 2E|) Z}z > 2377
i#] i#j#k

=0, pois E[Z;]=FE[Z;]=0 =0, pois E[Z;]=E[Z;]=0
n

n n—1
= M EIZ)+E\> 72> Z
i=1 i=1 =1
n n—1

= nE[Z]+Y. Y E[Z}72),

i=1 j=1

n n—1

= nua+y. Y E|Z|E[Z]

i=1 j—1
= npg+n(n — 1)pops,
= nps+n(n—1)43,

)

Resolvendo a terceira parte do somatério dentro da esperanca,

(57)

- E[(Zl+ZQ+...+Zn)2(Z1+Z2+...+Zn)2],

n
= E\\Y Z} 43 Z}Z2+4Y ZPZ;+6 Y ZiZiZu+ Y, ZiZiZwZ|
i=1 i#] i#] i#i#k i#jARA
=0, pois E[Z]=0

n n n—1
= Y E[Z]+3E|>_ 2}> 7Z;
i=1 i=1 j=1
n n—1
= nE[Z})+3) Y E[Z}Z}],
=1 j=1
n n—1
= nua+3Y > E[Z]]E[Z]]
i=1 j=1

= nps+3n(n — 1)uops,
= nug+ 3n(n — 1)u3.

Com esses resultados poderemos obter E[S*], do qual temos
n’ (Z Zf) -2y 7} (Z Zl> (Z Zi>
i=1

=1
n 2
(57)
i=1

1
n?(n —1)2

1 2
= — E
n?(n —1)2 (n

(57)
1

= 1P [nQ (nm +n(n — 1)#%) —2n (nu4 +n(n — 1)/@) + npa + 3n(n — 1)@} :
1

= 2o [(n2 —2n) (nu4 +n(n — 1);@) + n(pg + 3(n — 1),@)} 7

E[SY =
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- n(nl_l)z :(” -2) (nm +n(n — 1)#3) + (pa + 3(n — 1);@)} :

B n(nl_1)2 s+ n?(n = D)3 — 2nps — 2n(n — )p3 + pa + 3u3n — 343
— n(nl—l)Z :M4(n2 +2n+1) + p2(n?(n—1) —2n(n — 1) + 3n — 3)} ’

= n(nl_l)z :u4[(n —1)(n—1)] + p3(n® — 2n+3)(n — 1)] ,

= n(n1_1) [(n — D) + p5(n® — 2n + 3)}

Dessa forma temos que a Var[S?] segue

Varls? = B[S
_ (=D +p3(n®—2n+3)
n(n—l K2,
_ i < n- 3 4
B A S s A

Questao de Caderno

Teorema fundamental da transformacao de probabilidade:

Sejam U uma varidvel aleatéria uniforme U(0,1) e X uma varidvel aleatéria com densidade f e
funcdo de distribuigio F continua e invertivel, entio X = F~}(U) possui densidade f. Sendo F~! a
funcéo inversa da funcao de distribuicao F'.

Prova

Seja X uma varidvel aleatéria com fungéo de distribuicdo F' e funcdo densidade f. Se u = F(x),
entdo o jacobiano da transformagao é du/dx = F'(x) = f(z), em que U é uma varidvel aleatéria uniforme
U(0,1), com fungao densidade g(u) = 1, para 0 < u < 1 e g(u) = 0 para outros valores de u. Assim, a
variavel aleatéria X = F~1(U) tem densidade f dada por:

du

fx(w) = glu) [

= g[Fx (@)|f(z) = [f(x).

Em outras palavras a varidvel aleatéria X = F~1(U) possui funcio densidade fx(z), estabelecendo o
resultado almejado e assim, a prova fica completa.

Questao de Caderno

Prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz: (Cov(X,y))? < Var(X)Var(Y).
SOLUCAO
Suponha que E[X?] e E[Y?] sejam finitos. Entao

(BIXY])” = |E[XY]]* < E[X?|E[Y?].
Seja a funcao

0<h(t) = E[tX-Y)?,
E[t’X? - 2tXY 4+ Y7,
E[X?)t* — 2E[XY]t + E[Y?].

Usando a férmula de baskara, b> — 4ac de uma funcio do segundo grau az? + bx + ¢, entdo

h(t) >0 = 4(E[XY])? —4E[X?|E[Y?] <0,
= (E[XY])? < E[X?|E[Y?).
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Se reescrevermos |E[UV]| < /E|U]?E[V?] e fazendo U = X — E[X] e V =Y — E[Y], entéo

[E(X - EX](Y - E[Y])]] <
|Cov(X,)Y)| < oxoy.

2.3 Lista 3

Questao 1
Sejam X1, Xo, ..., X, i.i.d. ~ U(0,b). Portanto, f,(z) =1 e Fx(z)=£0<z<b

f(x) F(x)

A A
1/b | T
: . : .
0 b 0 b
(a) Fungdo densidade. (b) Fungao Distribuigao.

Figura 2.4: Funcao densidade 1D e funcao distribuicao ([2.4b)).

Mostre que os estimadores X(,) = max{X1,Xo,...,X,} define uma sequéncia consistente para o

parametro b.
SUGESTAO : Utilizando a desigualdade de Chebychev.

lim FEy[(X(,) —b)*] = 0.

n—oo

Ver Casella-Berger (pag. 468, ex. 10.1.2).
Como Fx,, (z) = (Fx(2))" = (%)" = fx,,(x) =n (%)n_l, calcule

X

B{(X 07 = | (- b (b)n_1 da

SOLUCAO

X

Bl -0 = [@ora(D)

IN" b, 2 n—1
= nx{y /[a; — 2xb+ b7]z" " dx,
0

1 n—1 b b b
= () l/ 222" N — 2b/ za" Y + b2/ a:”_ld:v] ,
b 0 0 0
N1 b b b
= nx () [/ 2" — 2b/ x"dr + b2/ :L‘"_ldx] ,
b 0 0 0

n+2 n+1 b

n
T o L
n+ 2 n+1 n

i

0
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1 n—1 bn+2 bn—i—l pn
= = —2b b2 —
" (b) n+2 n+1 + nl’
1 n—1 bn+2 bn+2 bn+2
= - —2
"X(b> nt2 axl a |

B L [0"2(n+ 1)n — 2072 (n +2)(n) + 0" 2(n +2)(n + 1)
"X T (n+2)(n+ n ’

_ i lbn+2(n +Dn — 20"2(n + 2)(n) + 6" 2(n + 2)(n + 1)]

(n+2)(n+1)

- lb(l_n)+n+2(n L 1)n— 2b(l—n)+n+2(n +2)(n) + b(l—”)+n+2(n +2)(n+1)
(n+2)(n+1)

- lb?’(n +1)n —203(n+2)(n) + b*(n+2)(n+1)

)

9

(n+2)(n+1)

_ nb? 9 nb? ]
n+2 n+1

Aplicando o limite, temos

. 27 9 nb? : nb’ 3
JLI&Eb[(X(n) —-b)°] = nh—>rgon+2 _nh—>Holo <2n+ 1 O

Usando a regra de L’Hopital,

lim Ey[(X) —b)% = b° —2b° + b7,

n—oo
= 0.

Portanto, a prova fica concluida, mostrando que X, define uma sequéncia consistente para o parametro
b.

Questao 2

Considere uma sequéncia de estimadores W,, = W, (X1,...,X,) tais que Eyp[W,] = 7(0), isto é, W,
é um estimador nao viesado de 7(#), para todo n. Suponha também que Varyg[W,] atinja a cota de
Cramer-Rao. Prove que W,, n =1,2,... é uma sequéncia consistente para 7(f).
SOLUCAO
Para mostrar que Wn é um estimador consistente para 7(6), basta provar:
lim P[|W, —7(8)| < ¢ =1.

n—oo

Seja a desigualdade de Chebychev,

Ep[(Wy — 7(6))°]

€2 ’

Pl(Wy, —1(0))2 < €] > 1—

e que Ep[(W,, — 7(0))? = Vareg(Wy), j4 que Viésg(W,,) = 0, entdo

Varg(Wy,)

P(W, —7(0)> <€ >1— 5

€

Sabemos que a Varg(W,) atingiu a cota de Cramer-Rao, isto é, Varyg(W,) = [;/I(?g];. Assim,

7_/ 2
P{(Wy — () < ] > 1— T{LI((Z))]@
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Passando o limite, temos

lim P[(WH—T(Q))2 < 62] > lim [1 . [T'(G)]2‘| ,

nsoo n=yo0 nl(0)e?
| [T(0))
> _ AT
> 1 nh—{& [nI(Q)EQ )
= 1.

Portanto, provado que W,, é uma sequéncia consistente para 7(0).

Questao 3

Seja X1, . ..,X, uma amostra iid com X; ~ N(u,02). Tp_1 = Xnit ¢ yma quantidade pivotal ¢t — Student
) 12 ) S/v/n

com n—1 graus d liberdade e S = L 3" | (X;—X,,)?, utilizada para obter intervalos de confianca a 7%

para a média da forma [Yn — QQ%,YH —q %}, onde g1 e g2 sdo definidos por P (q1 < %) =

(MOOD, pag. 381). Na auséncia de uma tabela para a distribui¢do ¢,—; obtenha um intervalo de

confianga aproximado a 90% para a média. Utilize o fato abaixo:

Xn—p _ ;/f 4
S/v/n \/S/UQ

Th1=

0,1).(Magalhaes, pag. 321)

SOLUCAO
Sabendo que em distribuigao,

X Sk
Tnfl = n_ L1 = o/vn E} N(Oal)v

S/Vn  JSjo?

a um nivel de significincia /2 = 5%, entdo o intervalo de confianca a 90% de probabilidade para a
média sera

— S - S

X —, X, — —.

|: n + Q5% \/ﬁ’ n — 45% \/ﬁ:|
Como g5, = 1,64 é o quantil da distribuicdo normal padrao, temos

7 S S
[Xn + 1,64ﬁ, X, — 1,64\/5} .

Questao 4

. ~ . o 2 o2
Provar que a informagao de Fisher I(0) = Ey <% log f(z; 9)) =—FEy [(W log f(z; 9))}

SOLUCAO
Considere a fungao I'(x;0) = 89 log f(z;0) = f%fe? Entao

o | @i0)dn = [ fyf(ai0)dz = Gy [ f(w:0)do =

\W_/

o [f@;0)dn = [ Lo f(w;0)de = 2L /f (2;0)d

o ;0 ' (x0)f flz)? _ f(x;0 .
o & log f(z:60) = gy [T = )[((z)en[?( L= BES — V@02
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Assim,
| (s | = = [ (FE) - o) oy
- - [(GER [esro] ) feo
= Mﬁ;ﬁ{+/(logf( 072 flai0)ds,
~ k| (resan) |.
Questao 5

Mostrar que Vary[X] & a(\)[X — )] = % log L(0|z1,...,x,) para o caso da distribuigdo poisson com
parametro \.
SOLUCAO
Seja a funcao densidade da distribuicao Poisson:
e AN

flz;\) = o

sendo a esperanga F[X] = \. Entdo, a fungao de verossimilhanca é dada por:

LN zy,...,.xn) = Hf(a:;A),

9

aplicando o logaritmo, temos

7/\nAZ:: T;
L(Nz1,...,.xn) = log <€n1 ,

1 @i!

= Anlog(e) + le log(\) — log (H azi!> ,
= —An+ Z x;log(A\) — Zlog x;l.
i=1

i=1
Aplicando a derivada, temos

8 1 n
a)\logL()\|561,...7 Xg
Pré-multiplicando os termos por 1/n, segue que
1 0 1 /1o
Y log L(A\|x1,...,xn) = - (}\g >
1 0 1 Z =12
log L(A|z1,....2n) = (=< 1),
n o\ og L(A|z1,...,xn) ()\ - >
0 15 o
alOgL(Mxl,...,xn) = ( Z 2=1Ti _ > ’
i=1%i

)

0 n
— log L e In) = =
O\ 0g ()\|3§'1, » L ) A (
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2.4 Lista 4

Questao 1

Prove que Ey | (108 1T £(2:)) | = ~E [ log T2y £(i6)]

SOLUCAO
Seja,

entao

Logo,

r

2

0? ﬁ
002 e

log ﬁ f(ﬂfz‘ﬁ)} =
=1

z:fllf(xiﬁ) S 82:: log f(x4,0),
= zj:a log f(z4,0)
_ z"jlf o
(& 58)
> e
; f (:pi,e)f(:cz,ﬁ()x; 9f) )(;viﬂ)f (i,0)
s[5 - ()
_E{i: H;e - (f((zfm)ﬂ}
- -ye|fen -G |
- 2|/ (Fe - () ) e

J
[/f"@“ /(f((:f:e))Qf

(5
(5

I (x,0)
f(xi,0)

fl
[z

7).

)
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= F

82 ?
(892 10gi:1_[1 f(a:i,9)> ]

Questao 2

Encontrar a cota de Cramer-Rao para p/(1 — p).
SOLUCAO
Seja 0 = p/(1 —p). Entao,

(/-]

Varg(d) > .
—E (= log L(plx))

Derivando o numerador, temos

(1—p)+p]2: 1
(

12
wa-»] = 522 - am

Calculando o denominador, temos

0?2 0?2 N .
95 log L(p|x) = ET) (nplog(p) +n(1 —p)log(l —p)),
_ o _n(l-p)
p? (1—p)?

0 np l-p
B (89210g L(p|X)> = E <pz2) + (1( —pz)jz)) ’
_ nE(p) n(l—E(p))
2 (1-p)2 ~’
_ @ n(l —p)
P (1-p)*
T p (1-p)
_ n(l —p) +np
pl—=p) ~
- p(1—p)

Portanto,

Varg(é) > (l_np)4,
p(1-p)

_p
n(l —p)3

v

Dessa forma, podemos concluir que o estimador 0 = p/(1 —p), atinge a cota de Cramer-Rao, ja que,
assintoticamente,
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Questao 3
Encontrar a cota de Cramer-Rao Var [p(1 — p)].
SOLUQAO

Seja 0 = p(1 — p). Entao

(01— )]

Varg(é) >
FE (892 log L(p|x))
> w7
p(1-p)
_ Py
> p(1 —p)(1 —2p)°
n

Dessa forma, podemos concluir que o estimador 0= p/(1 — p), atinge a cota de Cramer-Rao, ji que,
assintoticamente,

Valp(l—p) = p(1—p)] S n (0p(1 - p)(1 - 2p)?).

Questao 4

Fazer o estimador de maxima verossimilhanca do pardmetro p; da distribuicao multinomial.
SOLUCAO
Seja a distribuigao multinomial,

f($17x27'")xm’p17p27"‘7pm = Hp
iz %il

emquexry+z2+...+xm=nepr+p+...+pm =1
Encontrando a verossimilhanga, temos

[(p1.p2; - - - Pm) = log(nl) Zlog 1! +szlogpz

No entanto, nao podemos maximizar, temos que levar em consideracdo uma restricio. Por isso,
usamos um multiplicador de Lagrange, \. Assim,

L(p1,p2, ... ,pm,A) = log(n!) Zlog x1!) le log(pi) + A( Zpl - 1),

derivando, temos

m

0
6p<L(p1’p2’ oo PmyA) = log(n!) Zlog x1!) + Zq:l log(pi) + )\(Zpi - 1),
v i=1 i=1 i=1
= m 4+ A =0, sob restricio A= -n
Di
P = Diei Ti
n
Questao 5 - Exemplo 10.3.4, pag. 439 (Casella - port.)
Seja 0 = (p1,p2,p3,P4,P5), onde os p’s sdo nao negativos e somam 1. Suponha que X1,Xs,..., X, sejam

variaveis aleatérias iid e discretas Pg(X =j) =pj,j=1,...,5. Portanto, a fp de X; é f(j|f) =pj e a

fungao de verossimilhanga é
n

L(01x) = [[ f(:l6) = p¥ v i p¥°,
=1
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onde y; = numero de T1,...,Lp 1 ual a j. Considere testar
J ) 9
Ho:pr=p2=p3 e ps=ps wversus Hi:Hynao é verdadeira.

O espaco paramétrico completo ©, é realmente um conjunto quadrimensional. Uma vez que ps =
1 —p1 — p2 — p3 — pg, existem somente quatro parametros livres. O conjunto de pardmetros é definido
por

4
ijgl € p3207 J=1...4,
j=1

um subconjunto de IR* contendo um subconjunto aberto de IR*. Portanto, ¢ = 4. Existe somente um
pardmetro livre no conjunto especificado por Hy porque, uma vez que p1, 0 < p; < 1/3 é fixo, pa = p3
deve ser igual a p; e py = ps deve ser igual (1 — 3p;)/2. Portanto, p = 1, e os graus de liberdade séo
v=4—-1=3.

Para calcular A(x), o EMV de # de acordo com ©( e © deve ser determinado. Definindo

0
o log L(A|x) =0, paracadaj=1,.../4,
j
e utilizando os fatos de que ps =1 —p1 —po —p3 —p4 € Y5 = N — Y1 — Y2 — Y3 — Y4, podemos verificar que
o EMV de p; de acordo com 6; = y;/n (valor encontrado no quesito anterior). Segundo Hy, a funcao de
verossimilhanca se reduz para

(1= 3p;\vatus
L(G‘X) — p11/1+y2+y3 < 5 ) )

Aplicando o logaritmo na funcio de verossimilhanca e posteriormente, derivando-a, temos

log(L(0]x)) = (y1+y2+y3)log(p1) + (ya + ys)log(1l — 3p1) — (y4 + ys5) log(2),
0 Y1+ y2 +ys3 (yi+y5>
—log(L(0|x)) = -3 ,
o g(L(0]x)) - 3

igualando a zero, segue que
s _ it y2tys

p1
3n
Com esses resultados, a funcao de verossimilhanca é calculada:
L(0|X) _ <y1 +yo + y3>y1+y2+y3 <1 _ 3ﬁ10>y4+y5
3n 2 ’
+1o+ Ya+ys

B <y1 +ys + y3>y1+yz+y3 1-3 (73”1 2 y3>
N 3n 2 ’

(yl + 1y + y3>y1+y2+y3 <n _ (yl + 1y + y3)>y4+y5
3n 2n '

Logo,

(yl +y2 + y3>y1+y2+y3 (n — (1 +y2 + y3)>y4+y5

Ax) = 3n 2n
PR T |

<y1 + 1o+ y3)y1+y2+y3 (n _ (yl + 1y + yg))y”%

3n 2n
" " P @ (5 |

_ (y1+y2+y3>y1 (n>y1 <y1+y2+y3>92 <n>y2 "
- 3n U1 3n Y2

» <y1+y2+y3)y3 (n>y3 (n— (Y1 +y2+y3)>y4 (Tl)y“ y
3n Y3 2n Y4
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(”—(yl+y2+y3)>y5 <”>y5
2n Ys ’
_ (yl +y2+y3)yl <y1 +y2+y3>y2 (yl +y2+y3)y3

31 3y2 3ys3
" (n — (g1 + 2 +Z/3))y4 (n — (1 + 2 +y3)>y5
2y4 2ys5 ’
_ <y1 + Yo +y3)y1 (yl +y2 + y3>y2 (y1 + 2 +y3)y3
B 31 3y2 3ys3

" (y4 + Z/5)y4 <y4 + y5>y5
2ya 2ys
Portanto, a estatistica do teste é

—2log A(x) = —2[y1log(y1 +y2 +y3) — y1log(3y1) +
+y2log(y1 + y2 + y3) — y1 log(3y2) +
+yszlog(y1 + y2 + y3) — y1 log(3ys) +
+yalog(ya + ys5) — yalog(2ys) +
+ys10g(ya + ys) — yalog(2ys)],

e e () e s (G )
2 lo ( + 9 lo + s lo +
{y1 s Y1+ Y2 +ys3 y2io8 Y1 +y2+9ys3 ysios Y1 +y2 +ys3
2y, 2y5
+yq4 log ( ) + ys5 log ( ;
Ya+Ys Ya + Y5

5 .
= 2) yilog (:;) :

i=1 v

em que mi = Mg = Mg = (y1 +y2+y3)/3 e my =mys = (ya +y5)/2. O teste assintético de tamanho «
rejeita Hy se —log A\(x) > X3a

Questao 7

Um um sorteio com um dado foi realizado 20 vezes, sendo o resultado: Considere testar Hg : p1 = ps =

Numero ‘

1 2 3 4 5 6
Frequéncia ‘ 4 6 3 3 2 2

p3 wversus Hi:py = ps = pg, sendo o teste de tamanho 90%.
SOLUCAO
Pelo exercicio anterior, sabemos que —2log \(x) = 2 Z?:l y; log (7%’1), e

+y2+ 4+6+3 _ 13
m; =mo=m 3_yl Y21Y3 ++ —
my4g = 1My = Mg =

3 =3
_ yatystye _ 3+2+2 _ 7
3 - 3 T 3

Logo,

’L

[yllog(y >+y210g(y )+yslog( >+
+yalog (gl >+y510g< )+yﬁlog (m)]
(1373)

= 2[4log<134/3>+61g<136/3>+310g 3/

—2log \(x) = 2Zyllog(yl>
=1

+
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+3log <3> + 2log (2> + 2log (2)]
7/3 7/3 7/3)1°
= 2(-0,3202 4+ 1,9525 — 1,1032 + 0,7539 — 0,3083 — 0,3083),
1,333 ~ X3 00,10 = 7,78.

Como 1,333 > 7,78, entdo na hé evidéncias para rejeitar a hipdtese Hyp com um nivel de significincia de
10%.

Questao 8

O que significa “escore” para a a estatistica?
SOLUCAO

De acordo com o Wikpedia - The Free Encyclopedia, em estatistica, o escore, fungao escore, escore
eficiente ou informante, indica o qudo sensivel a funcdo de verossimilhanca L(6,X) depende de seu
parametro 6. Explicitamente, o escore para 6 é o gradiente da log-verossimilhancga com respeito a 6.

O escore desempenha um papel importante em varios aspectos de inferéncia. Por exemplo:

na formulacdo de uma estatistica para um teste mais poderoso;

e na aproximagao do erro em uma estimativa de maxima verossimilhanga;

e em demonstracoes de estimativas de maxima verossimilhanca assintoticamente suficientes;
e em formulagoes de intervalos de confianca;

e em demonstragoes da desigualdade de Cramér-Rao.

A funcao escore também desempenha um papel em regras de estatistica computacional, como por
exemplo, cdlculo das estimativas de maxima verossimilhanca.

Exemplo 10.3.5, Casela (2001), pag. 493

Testes binomiais com grande amostras

Sejam X7, Xo,..., X, uma varidvel aleatéria de uma populagdo de Bernoulli (p). Considere testar Hy :
p <py wersus Hiy:p > pg, onde 0 < py < 1 é um valor especifico. O EMV de p, com base em uma
amostra de tamanho n, é p, = > ir; /n. Uma vez que p,, é apenas uma média amostral, o Teorema do
Limite Central é aplicado e afirma que para qualquer p, 0 < p < 1, (p —p) /o, converge para uma varigvel
aleatéria normal padrao. Aqui o, = /p(1 — p)/n, um valor que depende do parametro desconhecido p.
Uma estimativa razodvel de o, é {S,, = \/pn(1 — p)/n}, e é possivel demonstrar (veja o Exercicio 5.32,
p. 261) que 0,/S,, converge em probabilidade para 1. Portanto, para qualquer p, 0 < p < 1,

ﬁn_p

ﬁn(l - ﬁn)
n

— n(0,1).

A estatistica de Wald Z,, é definida substituindo-se p por pg, e o teste de Wald para grandes amostras
rejeita Hy se Z,, > z,. Como uma estimativa alternativa de oy, é facil verificar que 1/1,,(p) = pn(1—pn)/n.
Desse modo, a mesma estatistica Z,, é obtida se utilizarmos o nimero de informacoes para derivar um
erro padrao para py.

Se houvesse interesse em testar a hipdtese bilateral Hy : p = pg versusHy : p # pg, onde 0 < pg < 1
é um valor especifico, mais uma vez, a estratégia acima poderia ser aplicada. Entretanto, neste caso,
existe um teste aproximado alternativo. De acordo com o Teorema do Limite Central, para qualquer p,
0<p<l, A

Z) = e N n(0,1) (aproximadamente).

po(1—po)
n

O teste de nivel aproximado « rejeita Hy se |Z;,| > 242
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Exemplo 10.3.6, Casella (2001), pag. 495

Teste de escore binomial
Tenha como referéncia novamente o modelo de Bernoulli do Exemplo 10.3.5 e considere testar Hy : p =
po wversus Hj:p# py. Célculos diretos geram

Pn— P n
Sp)=———+ e IL(p)=———.
=i ¢ = ay)
Desse modo, a estatistica de escore é
7 S(p()) _ ﬁn — Po

T VL) Vol —po)/n’

a mesma do resultado do exercicio 10.3.5.

Exemplo 10.4.5, Casella (2001), pag. 500

Intervalo de Poisson aproximado
Se Xi,...,X, sao Poisson(\) iid, entdo sabemos que

X -

S/v/n

Contudo, isto é verdadeiro, mesmo se ndo obtivermos uma amostra de uma populagao de Poisson.
Utilizando a suposigao de Poisson, sabemos que Var[X] = A = E[X] e X consiste em um bom estimador

de \. Portanto, utilizando a suposicao de Poisson, poderiamos também obter um intervalo de confianca
aproximado, a partir do fato de que

— n(0,1).

X -
—F —>n(0,1),
X/n

que € o intervalo que resulta da inversao do teste de Wald. Podemos utilizar a suposicdo de Poisson de
outra maneira. Uma vez que Var[X] = A, segue que
X -
V/n

resultando no intervalo correspondente ao teste de pontuagdo, que também é o intervalo de verossimi-
lhanga de (10.4.2) e é melhor, de acordo com Wilks (1938).

— n(0,1),

2.5 Lista b

Questao 10.31, Casella (2001), pag. 511

Dados binomiais coletados a partir de mais de uma populacao frequentemente sdo apresentados em uma
tabela de contingéncia. Para o caso de duas populacoes,a tabela pode se parecer do seguinte modo:

Populagao
1 2 Total
Sucessos | Sy So S=51+5
Fracassos | Fi F F=F +F
Total n1 N9 n=mni+ne

onde a Populagao 1 é binomial(nj,p1), com S sucessos e F fracassos, e a Populac¢ao 2 é binomial(nq,p2),
com Sy sucessos e Iy fracassos. Uma hipdtese geralmente interessante é

Hy:p1r=p2  versus  Hp:py # pa.
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a) Mostre que um teste pode ter como base na estatistica

_ (p1 — p2)?
(& + L) @0 -p)

onde py = Si/n1, P2 = So/ng e p = (S1 + S2)/(n1 + ng). Além disso, mostre que a medida que
n1,m2 — 00, a distribuicdo T se aproxima de x?. (Este é um caso especial de um teste conhecido
como teste de independéncia qui-quadrado).

SOLUCAO
Usando a aproximagao normal para a binomial
Seja,
. . N D 1 —
Xpopy ~ Binomial(n1,p1), E[p1] =p1, Var[pi] = pl(npl)
1
e
. . ) D 1 —
Xpops ~ Binomial(ng,p2), Elpe] = p2, Var[ps] = 1’2(712102)7

logo p; e pa pode ser aproximada por

n
e
1—
P <p27p2( Pz)) 7
2
respectivamente.
Sob Hy : p1 = p2,
1—
by~ N( 2 p))
n
e
. 1-—
p2 ~ N (pap(p)> )
n2

e considerando que pj e Ps sdo independentes, entao
. . 1 1
Pr—p2~N|0, | —+—)p(l—p)|.
ni no
Pelo teorema do limite central (Casela, pag. 236) e pelo teorema de Slutsky (Casela, pag. 239)

p1— P2 TLC N (0,1)Z = p1—p2 ~ N(0,1) S T(Z2) ~ §2
+

JG ) et ) y (G

Usando a razao de verossimilhanga

sup L(0|zy...xy,)

A —_ pP1=p2
sup L(O|lzy...2p)’
p17p26[071]
sup py' (1 —p1)™ P52 (1 — pa)™
_ P1=p2
sup  ppt(1—p1)™ TIP3 (1 — po)2
p1,p2€[0,1]
Sup p51(1 _ p)n1751p32(1 _ p)n2*52
p€[0,1]

sup  py (1 —p1)" 5 (1 — pa)"2
p1,p2€[0,1]
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G ) M G L G

ni+n2 ni+n2 ni1+n2 ni1+n2

Sy Sy 1_ Sy n1—=~S1 S Sa 1_ S ng—>S2
ni ni no n2
S1+S52 51 S1+S2 52 1— S1+S2 mitne—51-5
ni+no n1+n2 n1+n2

() =" )" -

I

2
Sob Hy, —2log Ay, ~ 7.
Fazendo essas duas aproximacoes, vamos fazer um estudo de simulacao sobre o erro tipo I, e observar
a melhor aproximagao, considerando tamanhos de amostras diferentes, bem como pardmetros diferentes,
com os niveis de significAncia 1% e 5% de probabilidade.

Estudo de simulacao

Para se avaliar as probabilidades de se cometer o erro tipo I , duas populagoes foram geradas por meio
de simula¢ao computacional utilizando o software livre R (R CORE TEAM, 2012).

Para a gerag@o dessas populagoes foram consideradas a distribuicdo binomial. Para simulagdo foi
considerado trés fatores:

1. o tamanho das amostras das populacoes:
a) amostras iguais: n; = ng =10, 30, 60, 100;
2. parametros das populagoes:
a) parametros iguais: p; = ps =0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9;

3. nivel de significancia: a =0.01 e 0.05;

Avaliacao do erro tipo I

A conclusdo quanto ao erro tipo I serd obtida pela comparacao entre os valores simulados e o intervalo
de confianga para proporgoes(LEEMIS e TRIVEDI, 1996), cujos intervalos de 99% de confianca para o
valor nominal de 1% é [0,76%;1,29%]| e para 5% é [4,46%; 5,59%].

Tabela 2.1: Taxa de Erro Tipo I, para nivel de significAncia a = 1%.

Aproximagao pela Normal
Amostra ny = no

Parametros p; = p2 30 60 100 110 120 130 140 150
0.1 0,79% 1,00% 1,02% 0,93% 0,91% 0,95% 0,95% 0,79%
0.3 1,15%  0,82% 1,11%  0,95%  0,97% 1,10%  0,75% 1,11%
0.5 1,35% 0,85% 0,91%  0,86% 1,37% 1,12% 1,09%  0,82%
0.7 1,19%  0,81% 1,00%  0,95% 1,12% 1,03% 1,13%  0,95%
0.9 0,76%  0,74% 1,09% 0,76% 0,98% 0,83% 0,92%  0,80%

Razao de Verossimilhanca
0.1 8,76%  1,46% 1,16%  1,06%  0,96% 1,10% 1,14%  0,99%
0.3 1,17%  0,97% 1,13%  0,98%  0,97% 1,10%  0,81% 1,15%
0.5 1,35%  0,93%  0,93%  0,93% 1,37% 1,12% 1,09%  0,82%
0.7 1,19%  0,87% 1,02%  0,98% 1,12% 1,03% 1,16%  0,99%

0.9 8,47% 1,31% 1,17%  0,81% 1,06% 1,04% 1,13% 1,06%
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Tabela 2.2: Taxa de Erro Tipo I, para nivel de significincia o = 5%.

Aproximagao pela Normal
Amostra n, = no

Parametros p; = pa 30 60 100 110 120 130 140 150
0.1 5,91% 4,95% 4,84% 5,19% 5,64% 528% 5,02% 5,20%
0.3 4,52% 5,62%  4,80% 4,61% 5,49%  4,66% 4,83%  5,34%
0.5 5,27% 575%  5,49%  4,92% 4,24% 5,51% 5,21%  5,68%
0.7 4,95% 5,04%  5,36%  5,22%  4,78%  4,47%  5,20% 5,01%
0.9 5,88% 502% 523% 5,46% 5,19%  4,96% 4,76%  4,83%

Razao de Verossimilhanca
0.1 11,09% 597% 4,88% 520% 5,79% 5,38%  5,38%  5,37%
0.3 5,50% 5,62%  4,92% 4,81% 5,66% 4,71%  4,83%  5,28%
0.5 5,27% 575%  5,49%  4,92%  4,24% 5,51% 5,21%  5,68%
0.7 9,80% 5,04%  540% 5,42% 4,95% 4,63% 5,21%  5,06%
0.9 11,14%  5,90% 5,28% 549% 5,32%  5,22%  5,18%  4,97%

— 9 ]
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Figura 2.5: Graficos representando a simulacao do erro tipo I, usando a aproximagao normal.




Capitulo 2. Exercicios Resolvidos

2.0
|

Probabilidade de Erro tipo | (%)
1.0
|
%>

TR0 T
00000
ONOW=

1.5

0.5

0.0
|

I T T T T T T I

I
30 50 70 90 110

Tamanho da amostra

I T

T T
130 150

(a) Razdo de Verossimilhanca a = 0,01.

o |
—
— p=0.1
_ p=0.3
@ — p=0.5
— p=0.7
o p=0.9
[ -

Probabilidade de Erro tipo | (%)

H\G
|
;

I | T
30 50 70 90 110 130 150

Tamanho da amostra

(b) Razao de Verossimilhanca a = 0,05.

Figura 2.6: Gréaficos representando a simulacao do erro tipo I, usando a aproximacao da razao de veros-
similhanca.




Avaliagao do Poder
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Tabela 2.3: Fung¢do poder dos testes baseados na aproximagoes normal e razdo de verossimilhanga.

Funcao poder

A :pp # py Aproximagio « Tamanho da amostra (n)
30 60 100 110 120 130 140 150
Normal 10,0429 0,0701 0,1193 0,1400 0,1620 0,1783 0,1802 0,1935
0.1 5 0,1188 0,2015 0,3094 0,3267 0,3377 0,3830 0,3738 0,4333
Raz. Veros 10,0429 0,0735 0,1225 0,1400 0,1620 0,1785 0,1805 0,1958
5 0,1202 0,2015 0,3094 0,3267 0,3377 0,3830 0,3743 0,4333
Normal 1 0,1801 0,3752 10,6379 0,6878 0,7346 0,7569 0,8061 0,8458
0.2 5 0,3504 0,6130 0,8239 0,8591 0,8922 0,9176 0,9304 0,9480
Raz. Veros 1 0,181 0,3817 0,6417 0,6907 0,7346 0,7596 0,8105 0,8489
5 0,3628 0,6130 0,8239 0,8591 0,8924 0,9176 0,9321 0,9483
Normal 1 0,4632 0,8286 0,9780 0,9865 0,9934 0,9958 0,9976 0,9989
0.3 5 0,7019 0,9395 0,9957 0,9972 0,9990 0,9996 0,9997 0,9999
Raz. Veros 1 04632 0,8339 0,9790 0,9870 0,9934 0,9960 0,9977 0,9989
5 0,7222 0,9395 0,9958 0,9972 0,9990 0,9996 0,9997 0,9999
Normal 10,9466 0,9994 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0.4 5 0,9865 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
Raz. Veros 10,9466 0,9995 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50,9866 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Figura 2.7: Graficos representando a simulacao poder, usando a aproximagao normal.
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Figura 2.8: Graficos representando a simulagao poder, usando a aproximacao da razio de verossimilhanca.
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Rotina no R

#comparison between the two methods for
#evaluating the contingency tables 2 x 2

# N: number of simulation
# nl: sample size 1

+# n2: sample size 2

#pl and p2: probability of success
# on each trial

# alpha: significance level

t.comp <— function (N,nl,n2,pl,p2,alpha){

expl  <— rbinom(N,nl,pl)
exp2  <— rbinom(N,n2,p2)
est.pl <— expl/nl

est.p2 <— exp2/n2

est.p <— (expl+exp2)/(nl4n2)

z <— (est.pl—est.p2)72/((1/nl+1/n2)*est.p*(l—est.p))
res <— l—pchisq(z,1)

rate <— res < alpha #p—value < alpha

cont.rate <—length(rate[rate==TRUE]) #counting the number of
#p—value < alpha

error <— cont.rate/N #Type I error or Power

HHHAHHHHHAHAHE
#likelihood ratio

T

Iratio <— —2x((expl+exp2)*log ((expl+exp2)/(nl4n2))+(nl+n2—
(expl4exp2))*log(l—(expl4+exp2)/(nl4n2))
—explx*log(expl/nl)—(nl—expl)*log(l—expl/nl)
—exp2x*log (exp2/n2)—(n2—exp2)*log(l—exp2/n2))

resl <— l—pchisq(lratio ,1)

ratel <— resl < alpha #p—value < alpha

cont.ratel <—length(ratel [ratel=IRUE]) #counting the number of
#p—value < alpha

errorl <— cont.ratel /N #Type I error or Power
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list (errorl.normal=error ,errorl.likelihood=errorl)

}

#simulation: Type I error or Power

N <— 10000
nl <— 60
n2 <— 60
pl <— 0.8
p2 <— 0.3
alpha <—0.05

t.comp(N,nl,n2,pl,p2,alpha)

2.6 Lista 6
Questao 1 - Gibbons(2003)- pag.86 - exemplo 2.1

As maiores temperaturas durante o dia, por 10 dias foram comparadas com as médias destes dias nos
anos anteriores. A e B, representam a “maior” e a “menor” temperatura, respectivamente, os dados
foram descritos por: AABABBAAAB. Teste a hipdtese nula de que ndo houve mudanga a um nivel de
0,05. Faga o teste exato e aproximado usando uma estatistica assintotica.
SOLUCAO

Hipoteses:

e Hjy: A sequéncia foi gerada de forma aleatéria;
e M : A sequéncia nao foi gerada de forma aleatéria.

Nivel de significAncia: o = 0,05
Dados: AABABBAAAB

Informacgoes:
ng=mn9 =06
np =nq 4
R=6
TESTE EXATO
A distribuigdo de probabilidade de R é:
2005 ) () /(M) r par,

fr(r) = X X X )
{((:L_lf)/g)((ffg)/z) + ((:1_13—)/2)((:1_21—)/2)] /(Ma"2), o fmpar,
r=23,...,n1+ na.

Calculando as probabilidades:

= )1 ) ) oo
4-1 6—1 4-1 6—1 146
fr3) = K(:& - 1)/2) ((3 = 3)/2) * ((3 - 3)/2) ((3 - 1)/2)] /( 4 )
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- (GG I
fa(9) = :<(94_1)1 /2> <(96_3)1 /2) * ((94—3;/2> ((96—1)1/2” /<4 1 6>

4-1 6—1 4+6 3) (3),(10
fR(10):2<10/2_1> (10/2_1>/< A ) =2<4> <4>/<4> =A.
-

=7
Assim, para P(R < 2) = 0,01 e P(R > 9) = 0,024 sdo as respectivas maiores probabilidades que nao
excedem /2 = 0,025 (teste bilateral). Assim, nosso aeq = P(R <2 ou R >9) = 0,01 + 0,024 = 0,034.
Se tivéssemos adotado P(R < 3) = 0,048 e P(R > 9) = 0,024, nosso qeqp = P(R < 30u R > 9) =
0,048 4+ 0,024 = 0,072, excederia o o adotado.

Portanto, para critério de decisdo, rejeitaremos a hipétese Hy se 2 > R > 9. Como nosso R = 6,
nao temos evidéncias para rejeitar a hipdtese de que a amostra foi gerada de forma aleatéria ao nivel de
significAncia de 5% de probabilidade.

TESTE APROXIMADO

Considere A = nj/n, n = nj + na, entdo R tem esperanca E[R] ~ n2A(1 — \) e variancia Var[R] ~
n2A2(1 — \)2. Assim,

R —2nA(1—-))
201 = A)y/n

O teste de hipétese pode ser adotado: rejeita-se a hipdtese de aleatoriedade (Hy) se

4 n(0,1).

R—2n\(1— )
’ 2A(1 = \)vn

> a2

ou fazendo a correcao de continuidade,

R—0,5—1—-2n1n2/n

V2n1ne(2ning — n)/[n2(n — 1)]
Usando o teste com a correcao de continuidade, temos:
6—-05—-1-24.6/10
5 > 20,05
V/2.4.6(2.4..6 — 10)/[102(10 — 1)]
-0,3
= — > i
14236 0,2107 > 1,645

Desse forma, o teste com aproximacao assintética também, nao temos evidéncias para rejeitar a hipotese
de que a amostra foi gerada de forma aleatdria ao nivel de significancia de 5% de probabilidade.

Questao 2

Seja uma amostra X, Xo,...,X,, de uma populacao Fx com mediana Md desconhecida. Queremos
testar a hipotese que Hg : Md = Mdy vs Hy : Md > Mdgy e que Hy : Md = Mdy vs Hy : Md # Md.
Como P[X > Md] = P[X < Md] = 1/2, podemos pensar que para cada observagdo X;, temos um
ensaio de Bernoulli, isto é, X; pode ser maior que Mdy com probabilidade 1/2, e portanto, a amostra
pode ser pensada como uma binomial(n,1/2). Para uma amostra de tamanho n defina um teste para
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Hy : Md = Mdy vs Hy : Md > Mdy e para Hy : Md = Mdy vs Hy : Md # Mdy. Obtenha uma
distribuicdo assintdtica para este teste.
SOLUCAO 1 - Considerando Fx conhecida de forma assintética

Considere uma amostra X7, ..., X, iid de uma populagio fx(z) com mediana Md desconhecida. Seja
md,, a mediana de uma amostra de tamanho n. Considere a varidvel aleatéria v/n(Md — md,). Sabe-se
que, conforme n — oo,

d 1

em que f(m) é o valor da densidade de X na mediana populacional.

Vamos propor um teste assintético para testar Hy : Md = Mdy vs Hy : Md # Mdy. Pelo TLC,
temos:

d,, — Md
7 =" S n(0,0),
Vi
NZD

Pelo teste de Wald temos que, sob a hipotese Hy verdadeira, a estatistica Z fica

d, — Md
7, = Ynm : o)~ n(0.1).

2f(Mdo)

Portanto, o critério de decisao serd: rejeita-se Ho se |Zy| > |Zy)2], sendo Z,/; o quantil de uma
normal n(0,1) e «, o nivel de significancia do teste.

Para testarmos a hipétese Hy : Md = Mdy vs Hy : Md > Mdy, podemos utilizar o teste construido
anteriormente de forma andloga, baseado na estatistica de Wald e o teste ser unilateral. Assim, o critério
de decisdo sera: rejeita-se Ho se |Zy| > |Za|, sendo Z, )5 o quantil de uma normal n(0,1) e a, o nivel de
significadncia do teste.

SOLUCAO 2 - Considerando Fx desconhecida de forma exata e assintética
Seja uma amostra X1,Xo,...,X,, de Fx desconhecida. Na hipdtese nula admite-se que a mediana
populacional possui um determinado valor particular, Mdy:
Hy: Md= Md
Hy: Md# Mdy
A estatistica do teste ¢ Y = 371 I (o ard,)(X), isto é, ntimero de observacdes abaixo de Mdp. Se a

hipétese nula for verdadeira e a amostra aleatéria, o niimero de observacdes com valor inferior a Mdy é
uma varidvel aleatéria binomial com parametros n e p = 0,5. Entédo, o teste de hipotese é equivalente a

testar:
Hg p= 1/2
Hy:p#1)2
Posteriormente, calcularemos as probabilidades de Y; com ¢ = 1,2,...,n, de uma Binom(n,1/2).

Definindo um nivel de significAncia «, e observando a Figura teremos que PlY <y; UY >y,] <.
Assim, nosso critério de decisdo serd que rejeitaremos a hipétese Hy se Y < y; ou Y > v, ao nivel de
significancia a.

Se o tamanho da amostra é muito grande, o calculo das probabilidades da binomial pode ser aproxi-
mado pela normal padrao, sendo a estatistica do teste com a correcdo de continuidade sob H verdadeiro:

Y +0,5) —1/2 x

Vnx1/2(1-1/2)
Para um «, os quantis da distribuicdo normal que estabelecem as regides de aceitacdo e de rejeicao da
hipétese nula, Z,/, = 1,96, isto é, rejeita-se a hipétese Ho se |Z] > Z, .

A outra hipdtese em estudo é:

Hy: Md = Mdy
Hy: Md> Mdy.
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P(y)
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Yo N
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Figura 2.9: Gréfico da probabilidade P(y).

De forma similar, ao teste anterior, teremos um teste equivalente:

Hoipzl/Q
H1:p>1/2.

Posteriormente, calcularemos as probabilidades de Y; com i = 1,2,...,n, de uma Binom(n,1/2).
Definindo um nivel de significAncia «, e observando a Figura [2.10} teremos que P[Y > yo] < a. Assim,
nosso critério de decisao serd que rejeitaremos a hipotese Hy se Y > y, ao nivel de significancia a.

>
o
‘ ‘
o.' |.o
T T T T T
Yo

T
0 n

Y

Figura 2.10: Gréfico da probabilidade P(y).

Se o tamanho da amostra é muito grande, o célculo das probabilidades da binomial pode ser aproxi-
mado pela normal padréo, sendo a estatistica do teste com a correcdo de continuidade sob Hy verdadeiro:
Y +05)—1/2xn
Vi x 1/2(1—1/2)
Para um «, os quantis da distribuicdo normal que estabelecem as regioes de aceitagao e de rejeicao da
hipétese nula, Z, = 1,65, isto é, rejeita-se a hipétese Hy se |Z| > Z,.

Questao 3

Seja X1, Xa,..., X, uma amostra iid de uma uniforme U(0,1), e X(1), X(a),..., X(n) correspondentes
estatisticas de ordem. Prova-se que (X(,y —1)/(1/n) = n(X,) — 1) 4Lw=-_X.
OBS.: A f.d.p. da distribuigdo W = —X é f(x) =e®, —oo <z < 0.

Calcule exatamente a probabilidade de que o maior(X(5g)) em uma amostra de tamanho 20 seja menor
que 0,92. Faca agora o calculo aproximado utilizando a estatistica assintética.
SOLUCAO

Verificando o coloréario pag.252 (Mood, 1974):

FX(n) (z) = [F(2)]",

sendo F(x) = x, ja que é de uma uniforme U(0,1). Para n = 20, entao

FX(n) (0,92) = [0792]20 = (,1887
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Utilizando a aproximagao proposta pelo exercicio, temos que

X0 —1 d
% — (X —1) S W= -X.
Dai,
_X(QO)_l 092 -1
P[X 9] = P ’
K20 < 092] | 1/20 1/20
= P2~ <1
0 <10
—_—
L w
—1,6
= / e“dx
—00
= [")2
= ¢ lim ¢®
Tr—r—00
—_———
=0
_ 6_1’6
= 0,2019.
Questao 4

O teste de aderéncia qui-quadrado e o teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov podem ser aplicados
em uma mesma situacio. Faca alguns comentarios comparando os dois.

SOLUCAO
TESTE DE ADERENCIA QUI-QUADRADO

e Dados agrupados

e (Classes que possuem valores menores que cinco, devem ser agrupados em outras classes, sendo fator
limitante para o uso em dados com poucas classes.

e Uma caracteristica interessante, é que o teste de qui-quadrado considera o erro de forma cumulativa
em todas as classes e no teste de Kolmogorov-Smirnov, considera somente na classe em que o erro
foi o maior.

TESTE DE ADERENCIA KOLMOGOROV-SMIRNOV
e Pode ser usado tanto em dados agrupados, quanto para dados individuais

e Nos dados agrupados nao ha restricdo quanto ao ntimero nem ao valor da classe.

Questao 5

Prova-se que quando A é grande, a distribuicdo de Poisson com parametro A pode ser aproximada por
uma normal. Se X ~ Poisson(20), calcule aproximadamente a probabilidade de 3 < X < 30.
SOLUCAO

Sabemos que se X ~ Poisson()\), para um A grande, entao

X—-A

7 ~n(0,1).
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_9
7, = =20 _ 5 9360679
/20
320
Zy = 220 3801325562
27 /20

Assim, calcular P(3 < X < 30), usando a padronizagao sera

P(Zy < Z < Zy) = 0,4999 + 0,4871 = 0,9870.

Questao 6

Calcule um intervalo de confianga aproximado a um nivel de confianca 95% para 6 de f(x;0) = Ge 07
se for observada uma amostra de tamanho 20 e média 4. Repita o exercicio para uma Bernoulli X
0 = P[X = 1] se foi observada uma amostra de tamanho 20 e média 7/20.
SOLUCAO
POPULACAO EXPONENCIAL

O estimador de méxima verossimilhanca de 0 é 0(xy, ... ,x,) = 1/Z,. Sabemos que

V(0 —6) S n(0,v(8)),

1 —

_ _ 1 1 _ 2y _ p2
com v(0) = E [(%bg(gef%())?} T Bp[(1/0-X)?7] T Ee[1/07—2X/0+X?%] 1/(1/6%) =9

Portanto, \/n(f — ) ~ n(0,62) = 0 ~ n(0,02/n) e /n(0 — 0)/6 ~ n(0,1). Dessa forma, poderemos

construir o intervalo de confianca,

[ 1
IC(Q) = P _Za/2 < <07\/7T],) < Za/gl
1
= P Za/2<\/eﬁ<—0> <ZO¢/2‘|
n
= P Zcx/2<9\§(»n\/ﬁ<za/2

= P \/ﬁ—za/2<@<\/ﬁ+za/2

i 60X,
_ p ! _ 0X,, _ 1
_\/ﬁ"i_ Za)2 \/ﬁ \/ﬁ_ Za/2

= P_ vn <9Xn<\/ﬁ]

Foran < e
e o << -ilw]
_p :MM < 0%, < (1_21/2/@]

Assim, X, =4 e n = 20, entdo

B 1/4 1/4
few) = F (1+1,96/+/20) << (1— 1,96/\/%)]
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= P[0,1738 < 6 < 0,4451] .

POPULACAO BERNOULLI
Para o caso X ~ Bernoulli(#), para uma amostra n = 20, e o estimador de § pelo método da maxima
verossimilhanga 6(x1, ...,7,) = 7/20, pelo intervalo de Wald, considerando zg g5/2 = 1,96,

1c0) - [a_w/wn—@ <004 2100

Assim,
7/20(1 — 7/20 7/20(1 — 7/20
@) = P|7/20— 1,96 L220=T20) 5 71904 1,96,/ /200 =7/20)
20 20
P[0,35 — 1,2090 < 6 < 0,35 + 1,2000]
— P[0,141 < 6 < 0,559]
Questao 7

Seja uma amostra {0.1,0.3,0.35,0.5,0.7,0.8,0.82}. Aplique o teste de aderéncia de Pearson e Kolmogorov-

Smirnov, considerando a hipdtese Hy : amostra vem de uma uniforme U(0,1).
SOLUCAO
Hipoteses:

e Hj: Amostra vem de uma uniforme U(0,1)
e Hp : Nao segue essa distribuicao.

Nivel de significancia: o = 0,20.
TESTE DE ADERENCIA QUI-QUADRADO (PEARSON)

Ordenando os dados em classes: sendo que f; é a frequéncia observada, e e; = nP; é a frequéncia

Classes f; ¢
00F02 1 14
0204 2 14
04F06 1 14
0608 1 14
08F1,0 2 14

Total T

esperada, em que P; é a distribuicdo uniforme. Considerando que cada categoria é equiprovavel, ja que
a amostra é iid, entdo a fun¢do acumulada de U(0,1) é F(x) = x, e que portanto, P; = 0,2. Assim,
ei=T7x0,2=14.

Calculando a estatistica @, temos

5 '—6'2
o Z(fz )

( — 174)2 (2 — 174)2 (1 — 174)2 + (1 — 174)2 (2 — 174)2
1.4 1.4 1.4 1.4 1.4
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= 0,8571.

Considerando a = 0,20 e v = 5 — 1 = 4gl, entao X3,20;4 = 5,99.
CONCLUSAO: Como Q < X(2),20;4, nao temos evidéncia para rejeitar a hipotese de que a amostra vem
de uma uniforme U(0,1).
TESTE DE ADERENCIA KOLMOGOROV-SMIRNOV

Seja a acumulada empirica F,,(x):
1 n
i=1

E F(x) é a funcdo acumulada da distribui¢ao em anélise.

x  Fx) FnX) [F(x)—Fn(x)]

0,10 0,100 0,143 0,043
0,30 0,300 0,286 0,014
0,35 0,350 0,429 0,079
0,50 0,500 0,571 0,071
0,70 0,700 0,714 0,014
0,80 0,800 0,857 0,057
0,82 0,820 1,000 0,180

Dy = 0,18, verificando na tabela de Kolmogorov-Smirnov, Dpitico = 0,381 para o = 0,20 e n = 7.
Assim, Dipae < Deritico, N0 temos evidéncias para rejeitar a hipétese de que a amostra vem de uma
uniforme U (0,1).
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