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CONCEITOS BASICOS DA ESTATISTICA

A Estatistica é uma Ciéncia que fornece métodos para coleta, organizacao, descricao, analise
e interpretagao de dados (observacionais ou experimentais) e para a utiliza¢cdo dos mesmos na
tomada de decisoes.

A utilizacao de técnicas, destinadas a anéalise de situacoes complexas ou nao, tem aumentado
e faz parte do nosso cotidiano. O que tem levado a essa qualificagdo de nossas vidas no dia a
dia?

Um fator importante é a popularizagao dos computadores. No passado, tratar uma grande
massa de niimeros era uma tarefa custosa e cansativa, que exigia horas de trabalho tedioso. Re-
centemente, no entanto, grandes quantidades de informagoes podem ser analisadas rapidamente
com um computador pessoal e programas adequados. Desta forma o computador contribui, po-
sitivamente, na difusao e uso de métodos estatisticos. Por outro lado, o computador possibilita
uma automacao que pode levar um individuo sem preparo especifico a utilizar técnicas ina-
dequadas para resolver um dado problema. Assim, é necessaria a compreensao dos conceitos
basicos da Estatistica, bem como as suposi¢oes necessarias para o seu uso de forma criteriosa.

A grosso modo podemos dividir a Estatistica em trés areas:

e Estatistica Descritiva;
e Probabilidade;

e Inferéncia Estatistica.

Definimos a Estatistica descritiva como,

Definicao 1.1: Estatistica Descritiva

Um conjunto de técnicas destinadas a descrever e resumir os dados, a fim de podermos
entender caracteristicas de interesse da populagao.

Em geral utilizamos a Estatistica Descritiva na etapa inicial da analise quando tentamos
entender as informagoes contidas nos dados. Uma forma de entender essas caracteristicas seria
observar os dados coletados, e dai buscando algum padrao de conhecimento. Entretanto, ao
depararmos com uma grande massa de valores, percebemos imediatamente que a tarefa parece
nao ser simples.

A finalidade da Estatistica Descritiva é tornar as informacoes, contidas nos dados, mais
faceis de entender, de relatar e discutir. Por exemplo, a média industrial Dow-Jones, a taxa
de poluigao, o custo de vida, o indice pluviométrico, a quilometragem média por litro de com-
bustivel, as médias de estudantes, peso médio, sao exemplos de dados tratados pela Estatistica
Descritiva.
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1.1 Inferéncia Estatistica

Definicao 1.2: Inferéncia Estatistica

O estudo de técnicas que possibilitam a extrapolagao, a um grande conjunto de dados,
das informacoes e conclusoes obtidas a partir de subconjuntos de valores, usualmente de
dimensoes muito menores, é chamado de inferéncia estatistica.

Deve-se notar que se tivermos acesso a todos os elementos que desejamos estudar, nao é
necessario o uso das técnicas de inferéncia estatistica; entretanto, elas sao indispensaveis quando
existe a impossibilidade de acesso a todo o conjunto de dados, por razoes de natureza econémica,
ética ou fisica.

1.2 Probabilidade

A Probabilidade pode ser pensada como a teoria matematica utilizada para estudar a in-
certeza oriunda de fendmenos que envolvem o acaso (fendmenos aleatorios). A decisdo de um
fabricante de cola de empreender uma grande campanha de propaganda visando aumentar sua
participagao no mercado, a decisao de parar de imunizar pessoas com menos de vinte anos con-
tra determinada doenca, a decisao de arriscar-se a atravessar uma rua no meio do quarteirao,
todas utilizam a probabilidade consciente ou inconscientemente.

1.3 Fases do Trabalho Estatistico
O trabalho estatistico ¢ um método cientifico, que consiste das cinco etapas bésicas seguintes:

1. Coleta e critica de dados;

2. Tratamento dos dados;

3. Apresentagao dos dados;

4. Analise e interpretacao dos resultados;

5. Conclusao.

Coleta e critica dos dados: Apos definirmos cuidadosamente o problema que se quer pesqui-
sar, elabora-se um delineamento e damos inicio & coleta dos dados numéricos necessarios a sua
descricao. Obtidos os dados, eles devem ser cuidadosamente criticados, & procura de possiveis
falhas e imperfei¢oes, a fim de nao incorrermos em erros grosseiros ou certo vulto, que possam
influir sensivelmente nos resultados. A critica é externa quando visa as causas dos erros por
parte do informante, por distragao ou mé interpretacao das perguntas que lhe foram feitas; é
interna quando visa observar os elementos originais dos dados da coleta.

Tratamento dos dados: Nada mais é do que a soma e o processamento dos dados obtidos e
a disposicao mediante critérios de classificacao. Pode ser manual ou eletronica.

Apresentagcao dos dados: Por mais diversa que seja a finalidade que se tenha em vista, os
dados devem ser apresentados sob forma adequada (tabelas e graficos) tornando mais facil o
exame daquilo que esté sendo objeto de tratamento estatistico.
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Analise dos resultados: Apos a apresentacao dos dados devemos calcular as medidas tipicas
convenientes para fazermos uma analise dos resultados obtidos, através dos métodos da Esta-
tistica Indutiva ou Inferencial, e tirarmos desses resultados conclusoes e previsoes.

Interpretacao e Conclusao: E de responsabilidade de um especialista no assunto que esta
sendo pesquisado, que nao é necessariamente um estatistico, relatar as conclusoes de maneira
que sejam facilmente entendidas por quem as for usar na tomada de decisoes.

OBS: A ciéncia Estatistica é aplicavel em qualquer ramo do conhecimento em que se manipulem
dados, experimentais ou observacionais.
Para ilustrar as fases do trabalho estatistico, considere o seguinte:

Exemplo 1. Para verificar o nivel de desnutri¢ao de criancas de 4 anos de idade numa deter-
minada regiao do sul da Bahia, fez-se a pesagem de 500 criancas. Para tal, o trabalho estatistico
poderia estar organizado no sequinte esquema:

e Coleta: 16,3; 18,2; 14,0; 12,8; etc (em kg); (Como sao 500 criangas, serd possivel analisar
a informagao?)

e Organizagao e apresentagao: Tabelas e Grdficos;
e Anélise: Qual é o peso médio?

e Interpretagao: Porque tao baizo (ou tao alto) esse peso médio?

1.4 Definicoes basicas

Algumas defini¢Ges basicas:

Defini¢do 1. Populagdo: E um conjunto de elementos com pelo menos uma caracteristica
comum. Essa(s) caracteristica(s) comum(s) deve(m) delimitar inequivocamente quais elementos
que pertencem ou nao a populacdo. A notacao usual para o nimero de elementos da populac¢do
€ “N”.

A populacao pode ser: Finita (quando pode ser enumerada) ou Infinita (quando nao pode
ser enumerada,).

Definicao 2. Amostra: E um subconjunto de uma populagao. E necessariamente finita,
pois todos os seus elementos serao examinados para efeito da realizacao do estudo estatistico

“w.

desejado. A notacgao usual para o nimero de elementos da amostra € “n”.

Definicao 3. Varidvel: Caracteristica pela qual deseja-se que a populagao seja descrita. Essa
caracteristica pode assumir diferentes valores de elemento para elemento. A notacao usual é
X, Y, Z, ouX;, Y:, Z; para um particular elemento amostral (geralmente utiliza-se as iltimas
letras do alfabeto.

Definicao 4. Dados ou Observacgao: E o valor que assume a varidvel para um elemento em
particular.

Definicao 5. As varidveis podem ser:

(a) Varidvel qualitativa: sio aquelas varidveis que correspondem a atributos ou categorias,
podem, ser:

(al) v. qualitativa Nominal: Quando os atributos (ou calegorias) nao sao possiveis
de ordenacao. Fx: sexo dos alunos de uma turma.
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(a2) v. qualitativa Ordinal: Quando os atributos (ou categorias) sao possiveis de
ordenagao. Ex: Nivel de conhecimento de inglés dos alunos de uma turma. (baizo,
médio, alto).

(b) Varidvel quantitativa: sio aquelas varidveis que correspondem a nimeros resultantes
de contagem ou medidas. Podem ser:

(bl) v. quantitativa Discreta: Sao proprias de dados de contagem, isto é, estao
definidas em um conjunto enumerdvel. Ex: Numero de dentes com carie.

(b2) v. quantitativa Continua: Sio aquelas em que as realizagoes resultam de uma
medida (uma mensura¢io) que podem assumir qualquer valor real entre dois extre-
mos. (em um intervalo real). Ex: peso e altura dos alunos de uma turma.

Pensando sobre uma varidvel!

e Uma varidvel originalmente quantitativa pode ser coletada de forma qualitativa. Por
exemplo, a varidvel idade, medida em anos completos, é quantitativa (continua);
mas, se for informada apenas a faiza etdria (0 a 5 anos, 6 a 10 anos, etc...), €
qualitativa (ordinal). Outro exemplo é o peso dos lutadores de boxe, uma varidvel
quantitativa (continua) se trabalhamos com o walor obtido na balanga, mas qua-
litativa (ordinal) se o classificarmos nas categorias do boze (peso-pena, peso-leve,
peso-pesado, etc.);

e Qutro ponto importante € que nem sempre uma varidvel representada por numeros €
quantitativa. O niamero do telefone de uma pessoa, o niumero da casa, o nimero de
sua identidade. As vezes o sexo do individuo € registrado na planilha de dados como
1 se macho e 2 se fémea, por exemplo. Isto nao significa que a varidvel sexo passou
a ser quantitativa!

e Dependendo da limitacao do equipamento em que € fornecido o valor da varidvel,
podemos tornar uma varidvel continua em discreta.

1.5 Técnicas de Somatorio

Apresentaremos a seguir algumas das principais propriedades que envolvem somatorio devida
sua vasta aplicacao em Estatistica.

O simbolo X; (Leia-se X indice “7”) representa qualquer um dos n valores xq, s, ..., Ty,
assumidos por uma variavel X. A letra “i” é o“indice” da variavel X.

A letra grega sigma maiusculo (X) indica a soma de determinados valores. O simbolo
utilizado para representar a soma de todos os valores x; desde x; até x,, é o “somatorio” dos
((/1:77

n
variando de 1 até n, representado por: > Xj.
i=1

valores z; com

Teorema 1. Considere a, b e k constantes e X e Y varidveis. Entdo as sequintes propriedades
envolvendo somatorio sao vdlidas:

=1 =1

n n

Demonstragao. > aX; =aX;+aXo+...+aX, =a(Xi+...+X,)=ad> X, O

i=1 =1

(i) Y XiYVi#> X2 Y,
=1 =1 =1
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Demonstragao. Basta observar que » X;V; = X1V + XoYo + ... + XY, é diferente
i=1

de > X; > YV, =(Xi+...+X,) (Y1 +...4+Y,), uma vez que irdo aparecer termos com
=1 i=1
indices diferentes. [
(iii) > (aX;+0bY;)) =ad  X;+b0> Y.
i=1 i=1 i=1
Demonstracao.

n

D (aX; +bY;) = aXy + Y + aXy + DYz + ... 4 aX, + Y,
=1
=aX;+aXs+aX, +b0Y;+bY; + ... +bY,
=a(Xi+...+X)+0YV1+...+Y),)

=1 =1

O
(iv) Sk = nk
i=1
Demonstmgda.ikzlﬂ—i—k—i—...%—/ﬁ:nk O
i=1 ~~
(v) zn: (Xi—X)=0, em queX':%zn:Xi.
i=1 1=1
Demonstracao.
d(Xi-X)=> Xi->Y X=) X;—n (12)(-)
i=1 i=1 i=1 i=1 i
=3 X;—) X;=0
i=1 i=1
O

(vi) Y0, X7 # (1, X))

Outra forma de apresentarmos a notacao de somatorio de variaveis é por meio de tabela de
dupla entrada. Po
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1.6 Normas de Arredondamento

A seguir algumas normas tuteis para arredondamento segundo a norma ABNT NBR 5891 de
Dezembro de 1977.

Esta norma tem por objetivo estabelecer as regras de arredondamento na numeracao deci-
mal. Sao elas:

1. Quando o algarismo imediatamente seguinte ao tltimo algarismo a ser conservado for
inferior a 5, o tltimo algarismo a ser conservado permanecera sem modificagao. Exemplo:

e 1,3333 arredondado & primeira decimal tornar-se-a 1,3.

2. Quando o algarismo imediatamente seguinte ao tltimo algarismo a ser conservado for
superior a 5, ou, sendo 5, for seguido de no minimo um algarismo diferente de zero, o
tltimo algarismo a ser conservado devera ser aumentado de uma unidade. Exemplo:

e 1,666 6 arredondado a primeira decimal tornar-se-a: 1,7.

e 4850 5 arredondados a primeira decimal tornar-se-ao : 4,9.

3. Quando o algarismo imediatamente seguinte ao ultimo algarismo a ser conservado for 5
seguido de zeros, dever-se-a arredondar o algarismo a ser conservado para o algarismo par
mais proximo. Conseqiientemente, o iltimo a ser retirado, se for impar, aumentaréd uma
unidade. Exemplo:

e 4550 0 arredondados a primeira decimal tornar-se-ao: 4,6.

4. Quando o algarismo imediatamente seguinte ao tultimo a ser conservado for 5 seguido de
zeros, se for par o algarismo a ser conservado, ele permanecera sem modificagao. Exemplo:

e 4850 0 arredondados a primeira decimal tornar-se-ao: 4,8.

OBS.: O arredondamento deve ser feito na resposta final, NUNCA nas contas intermediarias.

1.7 Lista de Exercicios

Exercicio proposto 1.7.1

Classifique os seguintes tipos de variaveis:

a) Velocidade do vento;

b

Tipos de titulos oferecidos por uma universidade;

¢) Nivel de extroversao;

d) Marcas de carros;

@)

f) Numeros de pecas de xadrez capturadas em um jogo;

g) Peso de pandas gigantes;

)
)
)
)
) Times de futebol;
)
)
h)

Niumero de pinturas expostas em galerias de arte.
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Exercicio proposto 1.7.2

|
.
.
.

Seja a seguinte tabela:

Localidade (j)
Nivel de Instrucao (i) 1 2 3

1 6 14 18
2 11 14 13
3 23 15 6
4 7 13 10

Calcule:

) Zz 12] 1 lj’
b) Z?Zl i parai=1,2,3,4;

)ZZ 1 Z],paraj 1,2,3.

Exercicio proposto 1.7.3

1Y
| :
I
i®
N
>
|—|

. ) ) ) ° K o x;)?
Seja a média aritmética X 2 —— e a variancia S22 = Z] 1X2 (Zy 1 ;) ‘

Dado um conjunto de dados X = {2,3,5,6, 1,8}, calcule a média e a variancia.

|
.
.
.

Exercicio proposto 1.7.4
Sejam as amostras de tamanho n = 5 dadas por:

X = {2,4,4,3,2},
Y ={1,2,3,6,7}.

Obtenha:

a) Zz 1Xu

b) 30 4 x X2

c) ZZ o Xij

d) Yor X x Y
e) > (3X; +2Y));
)

f Zz 1XY+Z7, 1)/2

Exercicio proposto 1.7.5

| r
N
.
.
.

Sejam as amostras de tamanho n = 5 dadas por:

X ={2,4,4,3,2},
Y ={1,2,3,6,7}.

Obtenha:
a) Z?:l Xi;
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b) S0 4 x XZ

)

¢) D ime Xi;

d) >y Xi x Vs
)
)

¢}

S (3X; + 2Y);
f Zz 1XY+ZZ 1Y2

Exercicio proposto 1.7.6

Sejam as amostras de tamanho n = 5 dadas por:

X ={2,4,4,3,2},
Y ={1,2,3,6,7}.

Exercicio proposto 1.7.7

Complete a tabela:

X
10
15
12
9

10

X2 Y| X-Y | XY

— =R wl
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g) (i X%
h) 0L (X - S5

. n 1 YiNa.
1) Zz‘:1(Yi - 21_7)27

) Yy, X - =)

n
2

k) 27'11 Y? - (E%) 3

n

1) A que conclusao se pode chegar sobre os itens (h) e (j), bem como (i) e (k).

1.8 Organizacao e apresentacao dos dados, e distribuicao de
frequéncia

Uma das fases em um projeto de pesquisa é a coleta dos dados. E com base nos dados que
encontraremos as caracteristicas da populagao em estudo. Dai a importancia dessa fase no
processo de pesquisa, e serd o foco dessa subsecao.

Os dados coletados numa forma sem ordenagao e sem nenhum tipo de arranjo sistematico
sao chamados dados brutos. Observe que é dificil ter no¢ao da temperatura representativa dos
dados, ou saber aonde os dados se concentram ou se estao muito dispersos. Nao conseguimos
detectar facilmente se existem valores discrepantes ou lacunas.

Tabela 1.1: Dados brutos obtidos numa amostra de 14 plantas da geragao F, do cruzamento
de uma planta de ervilha com sementes amarelas e lisas (AL) com outra de sementes verdes e

rugosas (VR).

AL AL VL AL AR VL VR AL VL AL AL AR AR AL

Os dados da Tabela 1.1 sao apresentados na forma com que foram coletados, sendo as siglas
AL, AR, VL e VR significando plantas com sementes amarelas lisas, amarelas rugosas, verdes
lisas e verdes rugosas, respectivamente. A Tabela 2.1 mostra agora, os dados quantitativos
continuos de uma outra amostra.

Tabela 1.2: Dados brutos de graos em g/planta obtidos numa amostra de n=20 plantas de
feijao da geracao F, dos cruzamentos das cultivares Flor de Maio e Carioca.

3,65 21,26 3,87 24,57 1,38
5,67 9,79 12,56 4,54 6,79
13,19 4,14 3,78 15,6 6,23
12,13 17,12 19,68 5,64 8,21

Essa representacao de dados apresentados nas Tabelas 1.1 e 2.1 é pouco informativa. Para
melhoré-las um pouco é possivel ordenar os dados em uma sequéncia crescente ou decrescente
ou agrupa-los quanto as suas categorias ou atributos. As Tabelas 1.3 e 1.4, contém os dados
das Tabelas 1.1 e 2.1, respectivamente, nessa nova organizacao. Os dados nessa forma de
apresentacao recebem a denominacao de dados elaborados ou dados em Rol.

Na Tabela 1.3 sao apresentados os atributos agrupados por tipos, das respectivas plantas
que oS possuem.
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Na Tabela 1.4, encontra-se os dados de produgao de graos em g/planta ordenados de forma
crescente por coluna. E interessante observar que essa representacio facilita a obtencdo de
algumas caracteristicas desses dados de imediato, quais sejam, a menor produtividade (1,38g)
e a maior produtividade (24,57g).

Tabela 1.3: Dados brutos obtidos numa amostra de 14 plantas da geragao F5 do cruzamento
de uma planta de ervilha com sementes amarelas e lisas (AL) com outra de sementes verdes e
rugosas (VR).

AL AL AL AL AL AL AL AR AR AR VL VL VL VR

Tabela 1.4: Dados elaborados de graos em g/planta obtidos numa amostra de n—=20 plantas de
feijao da geragao Fy dos cruzamentos das cultivares Flor de Maio e Carioca.

1,38 4,14 6,23 12,13 17,12
3,65 4,54 6,79 12,56 19,68
3,78 5,64 8,21 13,19 21,26
3,87 5,67 9,79 15,6 24,57

1.8.1 Distribuicao de frequéncia

A evidente necessidade de resumir os dados, sem perda de muita informacao contida neles,
ficou bastante explicitada nos exemplos precedentes apresentados. Sendo assim, numa pri-
meira instancia, para os dados qualitativos nominais, para os quantitativos discretos e con-
tinuos, percebe-se prontamente que eles poderiam ser resumidos agrupando suas categorias e
apresentando-os em tabelas.

1.8.1.1 Dados agrupados sem intervalo de classe

Esse tipo de agrupamento sera feito para os dados qualitativos nominais e para os dados quan-
titativos discretos.

Os dados qualitativos nominais das classes fenotipicas das sementes de ervilhas estao apre-
sentados na Tabela 1.5

Tabela 1.5: Dados brutos obtidos numa amostra de 14 plantas da geracao F5 do cruzamento
de uma planta de ervilha com sementes amarelas e lisas (AL) com outra de sementes verdes e
rugosas (VR).

Classe Fenotipica Frequéncias (F;)
AL 7
AR 3
VL 3
VR 1

Na Tabela 1.6, estao apresentados os dados referentes ao nimero de ovos danificados em
uma inspecao feita em 30 embalagens de um duzia cada, em um carregamento para o mercado
municipal de Lavras/MG. Esses dados podem ser agrupados de uma forma similar aos dados
da ervilha por existir apenas 6 categorias (0, 1, ..., 5). No caso de um ntimero excessivo de ca-
tegorias, algumas delas devem ser agrupadas e a frequéncia computada para esses subconjuntos
de categorias.
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Tabela 1.6: Numero de ovos danificados em uma inspegao feita em 30 embalagens de um diuzia
cada, em um carregamento para o mercado municipal de Lavras/MG, proveniente de uma
cidade distante.

Numero de ovos quebrados Frequéncias
0 13
1 9
2 3
3 3
4 1
5 1

1.8.1.2 Dados agrupados com intervalo de classe

Os dados quantitativos apresentados na Tabela 1.4, verificam-se que nao é possivel efetuar
o mesmo tipo de tratamento dispensado aos dados qualitativos e aos dados discretos. Para
resolver o problema de apresentar a distribuicao de dados quantitativos continuos de uma forma
resumida e manter o maximo da informacao contida nela, serd apresentada a distribuicao de
frequéncia para esse tipo de dados.

Nesse tipo de representagao, os dados quantitativos continuos agrupado em classe de valores,
das quais as frequéncias e os limites sao apresentados em uma tabela.

O namero de classes (k) que sao formados para sumariar os dados serdao enfocados apenas
dois métodos, tendo em vista que ha varias metodologias para esse critério.

1. Critério empirico
Um critério empirico para isso que tem sido muito usado é o de considerar um ntimero
de classes entre 5 e 20, em funcao do conhecimento do investigador sobre os dados de sua
pesquisa. Um outro critério empirico usado, baseia-se numa fungao do tamanho amostral.
Esse critério esta apresentado na Tabela 1.7.

Tabela 1.7: Critério empirico para determinar o nimero de classes (k) em funcdo do tamanho
amostral (n).

Tamanho da amostra (n) Nuamero de classes (k)
Até 100 v/ (inteiro mais proximo)
Acima de 100 5logyyn (inteiro mais proximo)

2. Critério de Scott

O critério de Scott ¢ dado pela expressao (1.1).

AR

k=1
HERTCE

(1.1)

em que A é a amplitude, n o tamanho da amostra e S o desvio padrao. As estatisticas A
e S sao definidas nas equagoes (1.2) e (1.3).
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n 2
Cle o (Ex)
— E : 2 \i=l
S - - Xz n ) (13)

n—1

onde X; é a estatistica do menor valor, e X,, é a estatistica do maior valor.

OBS.: O valor de k deve ser tomado como o inteiro mais proximo ao
valor encontrado.

Usando como exemplo os dados referentes da Tabela 1.4, calcularemos o nimero de classes
(k), utilizando o critério de Scott. Obtendo a amplitude e o desvio padréao,

A=X, -~ X, =24,57—1,38=23,19 e S =6, 714717.

Com esses resultados, aplicando a formula (1.1), é possivel obter o namero de classes, que
ék=3,68~4.

O proximo passo ¢ determinar a amplitude de cada classe, que é dado por

c=1—7 (1.4)

Com base nisso, o limite inferior da primeira classe (LI1) ¢ definido a seguir.

LIl =X, - g (1.5)

O limite superior da primeira classe é entao obtido somando-se ao limite inferior dessa classe,
a amplitude da classe. O limite inferior da segunda classe é igualando ao limite superior da
primeira classe. O limite superior dessa classe é obtido somando-se a amplitude da classe ao
limite inferior. O processo é repetido para formar as demais classes, devendo parar quando a
ultima classe k for formada. Os resultados da distribui¢ao de frequéncia dos dados da Tabela
1.4 estao apresentados na Tabela 2.2.

Tabela 1.8: Distribuicao de frequéncias das produgoes de graos em g/planta obtidas numa
amostra de n = 20 plantas de feijao da geracao F, do cruzamento das cultivar Flor de Maio e
Carioca.

Classes de pesos X; F; E,; F,i(%)

—02,49 - 05,25 1,38 6 0,3 30
05,25 - 12,98 9,11 8 0,4 40
12,98 F 20,71 16,84 4 0,2 20
20,71 F 28,44 24,57 2 0,1 10

Um outro tipo de representacao dos dados continuos é o do acimulo das frequéncias para
uma leitura rapida da proporcao de dados que superem um determinado valor ou de quantos
sao inferiores a esse valor. Na Tabela 1.9 estao apresentadas as distribuigoes de frequéncias
acumuladas dos dados de produtividade em g/plantas da Tabela 1.4.

1.8.2  Grdficos - Melhorar esse topico

O grafico também é uma forma alternativa para apresentar tais tipos de dados, possibilitando
uma facil e rapida inspecao por parte do interessado naquele estudo. A Figura 77 e 77 ilustra
graficamente os dados representados na Tabela 1.5.
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Tabela 1.9: Distribuigao de frequéncias acumuladas das produgoes de graos em g/planta obtidas
numa amostra de n = 20 plantas de feijao da geragao F, do cruzamento das cultivar Flor de
Maio e Carioca.

73,49 0 20
2,25 6 14
12,98 14 6
20,71 18 2
98,44 20 0

HERHHAFHHAHHBEFHHAFH R H B H RS H B RS H AR R R
#grafico de pizza

HAHHHHAHBHHAHAHHAHAHHAHAHHAHAHBHHAHBH R AR H RS HAH RS HAH

dados<-c(rep("AL",7) ,rep(c("AR","VL"),3),"VR") ;dados

pie(table(dados), main="Grafico de pizza",
col=c("red","green","yellow","cyan"))

#Inserindo as porcentagens:

#tem que clicar no local do grafico aonde

#deseja a informagéo

text (locator(l) ,paste(round((prop.table(table(dados)) [1]),
2)%100,"%"))

text (locator(l) ,paste(round((prop.table(table(dados)) [2]),
2)%100,"%"))

text (locator (1) ,paste(round((prop.table(table(dados)) [3]),
2)*100,"%"))

text (locator(l) ,paste(round((prop.table(table(dados)) [4]),
2)%100,"%"))

HAHHHHAHBHHAHBHHAHAH RS HAH B A HAHBHHAHBH R AR H RS HAH RS HAH
#grafico de colunas
HERHHAFHHAHH AR HHHFH R H AR H BB RS HH AR R
library(fBasics)
barplot(table(dados) ,main="Grafico de colunas",
xlab="Classe fenotipica",ylab="Frequéncia",
col="red")

## Discrete Distribution Plot:
plot(table(rpois(100,5)), type = "h", col = "red", 1lwd=30,
main="rpois(100,lambda=5)")

A representacao gréafica dos dados apresentados na Tabela 2.2 é feita por meio do histograma
e poligono de frequéncias, Figura ??. O histograma e o poligono de frequéncias sao importantes
para a determinacao da forma da distribuicao dos dados.

A representagao grafica das frequéncias acumuladas da Tabela 1.9, esta na Figura ?7.
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Grafico de pizza

Figura 1.1: Representacao do grafico de pizza ou de setores, mostrando formas alternativas
para representar as classe fenotipicas da segregagao F, do cruzamento de plantas de ervilha de
sementes amarelas e lisas com plantas de ervilha de sementes verdes e rugosas.

Grafico de colunas

o -
o
©
g -
D
=
o T
II ..
o~ -
- [ ]
AL AR V0L VR

Classe fenotipica

Figura 1.2: Representagao do grafico de de coluna, mostrando formas alternativas para repre-
sentar as classe fenotipicas da segregacao Fy do cruzamento de plantas de ervilha de sementes
amarelas e lisas com plantas de ervilha de sementes verdes e rugosas.

-6.35 1.38 9.11 16.84 24.57 230
Classe de peso (g/planta)

Figura 1.3: Histograma e poligono de frequéncias das produgoes de graos em g/planta obtidas
numa amostra de n = 20 plantas de feijao da geragao Fy do cruzamento das cultivar Flor de
Maio e Carioca.
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Figura 1.4: Ogivas das produgoes de graos em g/planta obtidas numa amostra de n = 20

plantas de feijao da geragao F, do cruzamento das cultivar Flor de Maio e Carioca.

1.9 Lista de Exercicios

Exercicio proposto 1.9.1

Considere os dados de um levantamento de uma amostra de 40 familias de um conjunto
residencial, com respeito ao nivel de instrugao (Codigo: 1 - Nenhum; 2 - Fundamental; 3
- Médio)

33 2 2 313 3 3 2 212 23 23 3 3 3
333 22313 233 2311133 3 3

a) Qual a natureza da variavel nivel de instrucao do chefe da casa;
b) Organize esses dados em distribuigao de frequéncias;

c) Calcule a frequéncia absoluta (f;), frequéncia relativa (f,), frequéncia acumulada
absoluta acima (f;,.,), frequéncia acumulada abaixo (f;,.,), frequéncia percentual
(f%), frequéncia acumulada percentual acumulada abaixo (fy,), frequéncia percen-
tual acima (fo);

d) Qual o grau de instrugao com maior porcentagem?

Exercicio proposto 1.9.2

Considere a ddistribui¢ao de frequéncias do tltimo nivel de instrugao completado pelo
chefe de casa, numa amostra de 120 familias, dividida segundo as localidades de trés
bairros diferentes de uma determinada cidade, apresentada na seguinte tabela:

Localidade
Nivel de Instru¢ao Bairro 1 Bairro 2 Bairro 3
Nenhum 6 14 18
Fundamental 11 14 13
Ensino Médio 23 15 6

Total 40 43 37
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a) Qual a natureza da variavel nivel de instruc¢ao do chefe da casa;
b) Organize esses dados em distribuigao de frequéncias;

c) Calcule a frequéncia absoluta (f;), frequéncia relativa (f,), frequéncia acumulada
absoluta acima (f;,.,), frequéncia acumulada abaixo (f;,.,), frequéncia percentual
(fw), frequéncia acumulada percentual acumulada abaixo (fy,), frequéncia percen-
tual acima (foq);

d) Qual o bairro que apresentou a maior porcentagem de chefes de casa com maior grau
de instrugao? E o que apresentou o menor grau de instrucao?

e) Apresente a representagao grafica desses dados.

Exercicio proposto 1.9.3

Considere os dados de taxas de afalbetismo de uma amostra de 40 municipios brasileiros,
apresentados a seguir.

57,25 76,85 92,90 89,07 7549 65,28 94,59 71,20 71,20 82,30
72,81 66,01 90,52 87,94 58,88 4537 81,15 94,83 94,83 81,42
24,70 67,95 69,91 95,02 77,62 91,22 64,65 85,70 85,70 81,34
59,07 68,04 73,22 95,34 83,52 64,19 64,17 95,34 95,34 84,66

a) Qual a natureza da varidvel taxa de alfabetismo;

b) Organize esses dados em distribuicao de frequéncias;

¢) Determine o niimero de classes pelo critério empirico;

e) Determine a amplitude de cada classe;

f

)
)
)

d) Determine a amplitude;
)
) Detemine o ponto médio de cada classe;
)

g) Calcule a frequéncia absoluta (f;), frequéncia relativa (f,), frequéncia acumulada
absoluta acima (f;,..), frequéncia acumulada abaixo (f;,. ), frequéncia percentual
(f%), frequéncia acumulada percentual acumulada abaixo (fy,), frequéncia percen-
tual acima (foq);

h) Qual a porcentagem de municipios com taxa de afalbetismo superior a 807
i) Obtenha a taxa em que 20% dos municipios sao inferiores a este valor.

j) Apresente a representagao grafica desses dados.
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MEDIDAS DE POSICAO

Pela concentracao de dados de um conjunto de mensuracoes nas proximidades de alguns va-
lores, verifica-se que esse valores podem ser usados para representar todos os dados. entre
outras palavras, é possivel afirmar que alguns valores podem ser representantes do conjunto de
mensuragoes. Eles sao denominados de medidas de posi¢ao ou medidas de tendéncia central.

2.1 Meédia Aritmética

A medida de posi¢ao mais comum, intensa e extensivamente utilizada, é a média aritmética,
geralmente denominada de média. A unidade da média aritmética é a mesma de cada mensu-
ragao.

2.1.1 Média para uma populacao

Seja uma populacao de tamanho N, ou seja, X, Xo, ..., Xy. Entao, a média aritmética
populacional (i) é dada por:

N
X;
i; X1+X2+—|—XN

1
— = ) 2.1

= N (2.1)
2.1.2  Média para uma amostra
2.1.2.1 Dados nao-agrupados
nga uma amostra de tamanho n, sendo X, Xo, ..., X,,. Entao, a média aritmética amostral
(X) é dada por:

> Xi
S Xi+Xo+.. .+ X,
X _ =1 _ 1 + 2 + + . (22)
n n

2.1.2.2 Dados agrupados sem intervalo de classe

A média amostral para dados agrupados sem intervalo de classe, é obtida ponderando-se os
valores de X; pela sua respectiva frequéncia Fj, isto é,

> XiF;
E XiF + XoFs + ... + X, F)
O 1A 2n+ + , (2.3)

n
em que n = »_ Fj.
i=1

17
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2.1.2.3 Dados agrupados com intervalo de classe

A média amostral para dados agrupados com intervalo de classe, é obtida ponderando-se o valor
médio da classe pela sua respectiva frequéncia. A expressao é dada por:

ko __
SXE o -
- = X1F+XoF + ...+ X F
X - =L _AuntAsle .. A kk;7 (2.4)
n n
o k
em que X; é o ponto médio, n = Y _ F; e F; é a frequéncia da classe i, parai = 1,2, ..., k; k é

=1
o numero de classes.

Exemplo 2. Ilustrar o cdlculo da média para os dados das Tabelas 2.1 e 2.2. Fa¢a o cdlculo
da média, usando as expressoes (2.2) e (2.4):

Tabela 2.1: Dados brutos de graos em g/planta obtidos numa amostra de n=20 plantas de
feijao da geracgao Fy dos cruzamentos das cultivares Flor de Maio e Carioca.

3,65 21,26 3,87 24,57 1,38
5,67 9,79 12,56 4,54 6,79
13,19 4,14 3,78 15,6 6,23
12,13 17,12 19,68 5,64 8,21

Tabela 2.2: Distribuicao de frequéncias das produgoes de graos em g/planta obtidas numa
amostra de n = 20 plantas de feijao da geracao F; do cruzamento das cultivar Flor de Maio e
Carioca.

Classes de pesos X, E; F,; F,i(%)

02,49 F 05,25 133 6 0,3 30
05,25+ 12,98 9,11 8 0,4 40
12,98 F 20, 71 16,84 4 0,2 20
20,71 k- 28, 44 924,57 2 0,1 10

Dados brutos da Tabela 2.1:

7_3,65+5,67+...+8,21
- 20

=9,99 g/planta.

Dados agrupados da Tabela 2.2:

< 1,38 x6+9,11 x 8+ 16,84 x 4+ 24,57 x 2 197,66
N 20 20

A estimativa mais precisa é obviamente a primeira, uma vez que, no segundo caso, 0os pontos
médios das classes, obtidas pela média dos limites dessas classes, foram usados para representé-
las. Essa ¢ a principal razao da diferenca e é conhecida como hipotese tabular basica (HTB?).
Apesar das diferencas encontradas, é possivel utilizar o estimador de dados agrupados em
distribuicoes de frequéncias na auséncia dos dados brutos ou elaborados, uma vez que a perda
de precisao, na maioria das situagoes, é considerada desprezivel.

= 9,883 g/planta.

'HIPOTESE TABULAR BASICA: todas as observacdes contidas numa classe sio consideradas iguais ao
ponto médio da classe.
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2.1.3 Propriedades e caracterisitcas

A média possui algumas propriedades e caracteristicas:

1.

ii.

iil.

E possivel verificar que > X; = nX.
i=1

Demonstracao:

M=

X

Sabendo que X = * —, entao,

n

> X n
7: =1 = XZ

n —_—
A soma dos desvios em relagao a média é igual a zero para qualquer amostra: » (X;—X) =

i=1
0.

Demonstracao:
Z(Xi_7> = ZXi_Zyv
' i=1 i=1

i=1

=1 i=1

A soma de quadrados de desvios em relagao a uma constante arbitraria A, qualquer, sera
um valor minimo se A = X.

Demonstracao:

Fazendo:

n

D =) (X;— A

=1

Expandindo o somatorio e derivando D em relagao a “A"tem-se:

n

D= zn:(Xi — AP = Z(Xf — 24X, + A?) = znjxf - imxi + zn:AQ
1=1 i=1 i=1 i=1

i=1

dD .
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1v.

vi.

vii.
Viil.

IX.

Igualando a derivada a zero, e resolvendo em A, tem-se:

dD

— =2 X, +2nA =
JA ; i+ 2n 0,

MmA=2>"X;,
i=1
> X
A _ =1

n

Certificando se o ponto é de maximo ou de minimo,

Como a segunda derivada é maior que zero, fica provado que o ponto é de minimo.

A soma ou subtragao de uma constante (k) aos dados, altera a média de tal forma que a
nova média fica adicionada ou subtraida pela constante.

Demonstracao:

Sejam

entao,

S Xtk X0 Yk
?:izl :izl :]:iZI

n n n

A multiplicagao dos dados ou divisdo por uma constante (k), aos dados, altera a média
de tal forma que a nova média fica multiplicada ou dividida pela constante.

Demonstracao:
Sejam

X

Y; =kX;,, comk€eRe X ==

n ’

entao,

A média é influenciada por valores extremos. A média tendera a ser grande, se existirem
alguns poucos valores que sao maiores que a maioria das mensuracoes realizadas, ou a
ser pequena, se existirem na amostra alguns poucos valores menores que a maioria das
mensuragoes.

E muito influenciada pelos valores extremos da distribuicao;
Localiza-se, em geral, na classe de maior frequéncia;

Na sua determinacao sao considerados todos os dados da distribuicao;
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x. E tnica para um conjunto de dados;
xi. Nao pode ser calculada para dados agrupados que apresentam classes extremas abertas.

Para tentar contornar a deficiéncia da propriedade (vi) da média, quando existirem na
amostra alguns valores extremos ou existirem suspeitas de sua presenca, uma média que é mais
robusta a essa violacao pode ser apresentada. Essa média é conhecida como média aparada.

Exemplo 3. Ilustrar o cdlculo da média aparada em que um conjunto de dados (n = 20)
ficticios apresenta o maior e menos valores como suspeitos de serem atipicos quanto as suas
0COTTENCLAS:

1,4,5,6,6,7,7,7,7,8,8,8,8,8,8,9,9,10, 10, 40
A média aparada original é:

— 1+4 ...+10+4
X = + +5+20 10+ Oz8,80um’d.

Removendo as observagoes X1 =1 e Xy, = 40, tem-se a média aparada,

— 445+ ...+10
Xa= + +18 + = 7,50 unid.

2.2 Mediana

A mediana é uma medida tipica de tendéncia central, sendo definida em um conjunto de dados
ordenados como o valor central, ou seja, o valor para a qual ha tantas mensuragoes que o
superam quanto sao superados por ele. A unidade da mediana é a mesma de cada mensuracao.

2.2.1 Dados nao-agrupados e agrupados sem intervalos de classes

Para a estimagao da mediana (Md), é necessario ordena os dados (dados elaborados). Nesse
caso a ordenacgao sera feita de forma crescente. A mediana, como a média, possui a mesma
unidade de cada observacao individual. Assim, temos

X<L+1) se n for impar;
2

Md = (2.5)
X (ng2)

5 se n for par.

2.2.2  Dados agrupados com intervalo de classe

Para estimar a mediana a partir dos dados arranjados em uma tabela de distribuicao de frequén-
cia com intervalo de classe, é necessario definir a classe mediana e em seguida encontrar a me-
diana interpolando os resultados. A posi¢ao mediana é obtida acumulando-se frequéncias das
classes 1, 2, etc., até se encontrar o valor que seja igual ou imediatamente superior a n/2.

A deducao do calculo da mediana sera baseado na Figura 2.1, sendo:

e LI,/ Limite inferior da classe da mediana;
e LSy Limite superior da classe da mediana;
e fiq: Frequéncia absoluta da classe da Mediana;

e funt: Frequéncia acumulada (abaixo de) anterior a classe da Mediana,
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Ll,, Md LS., Classes
,I ra ;f

n/2 ’ n/2

Figura 2.1: Histograma de frequéncia para a dedugao do calculo da mediana.

o fhost: Frequéncia acumulada (acima de) posterior & classe da Mediana,;

e ¢: Amplitude da classe da Mediana.

Primeiro Método
Observa-se pela Figura 1, que o valor da mediana é:

MdZLIMd—l—I,

sendo necessario encontrar o valor x. Assim, faremos uma regra de trés simples:

¢ C x
— — .
.y
—
x| —>
—{ fMd nxz_fmt
Ll,, Md LS,
Variacao Frequéncia
c = fuma
x = /2= fou

Determinando =,

o %_fcmt}
”””_{ fua S
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Como Md = LI, + x, entao

Md = LIy + {%;Tj;“t} c. (2.6)

Segundo Método
Sendo necessario encontrar o valor . Assim, faremos uma regra de trés simples:

Variagao Frequéncia
¢ = fma
x — /2 — fpost

Determinando =,

o % - fpost}
T = {—fMd C.

Observa-se pela Figura 1, que o valor da mediana é:

}C—i IL—f ~ Y v

y

x| —> |

: f, n/2-t .

LI Md LS,, ] -
% - fpost
Md = LSyq — 4 222 4 ¢ (2.7)
fua

2.2.8 Propriedades e caracteristicas para a mediana
A mediana possui as seguintes propriedades e caracteristicas:

i. A soma dos modulos dos desvios em relagao a uma constante arbitraria A, serd um valor
minimo se A = Md.

h(A) = Z |x; — A|, serd um ponto de minimo se A = Md;
i=1
Demonstracao:

Sejam x1, T3, ..., T, 0s valores observados. Deseja-se mostrar que o valor de A que
minimiza a fungao h(A).

Derivando h(A) em relagdo a A, temos:

dh(A) d <
— = = =) |m-A
dA — [, ;

dA
" d
= — |2y — Al
;dA‘xl ’
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ii.

iii.

iv

vi

vii

Usando o fato de que a derivada da fun¢ao moédulo é a fungao sinal representada por
sign(), temos:

dA

Igualando a zero a derivada, obtemos:

Zsz’gn(azi —A)=0. (2.8)
i=1
Lembrando da fungao sinal:

sign(x) = =1, se <0
sign(x) =0, se x=0
sign(z) =1, se x <0,
que tem a propriedade de que
d|z|

e sign(x), para x # 0.

Com a defini¢do, a equagao (2.8) diz que temos uma soma de ntimeros —1, 0 e 1, que é
nula. Isso s6 ocorre quando a quantidade de —1 ¢ igual a quantidade de 1.

O resultado sign(z; — A) = —1 ocorre quando z; < A, e ocorre sign(x; — A) = 1 quando
x; > A. Dessa forma, a quantidade de valores de x; menores que A é igual a quantidade
de valores maiores que A. Isso s6 ocorre quando A é a mediana dos x;.

Portanto o valor de A que minimiza )., |z; — A| é a mediana.

Acrescentar a deducgao feita por Daniel Furtado.

A soma ou subtragao de uma constante (k) aos dados, altera a mediana de tal forma que
a nova mediana fica adicionada ou subtraida pela constante.

Sejam
Y, = X, + k,

entao

Md, = Md, + k:

A multiplica¢do dos dados ou divisdo por uma constante (k) aos dados, altera a mediana
de tal forma que a nova mediana fica multiplicada ou dividida pela constante.

Sejam

Y, = kX;, com k € R,

entao

Md, = kMd,;
. A mediana populacional nunca é maior que um desvio padrao da média, ou seja,
w—o < Md< pu+ o,
. A mediana nao é influenciada por valores extremos, e sim, pelo niimero de observacoes;

. Pode ser obtida em distribui¢oes de frequéncias que apresentam classes com limites inde-
finidos;

. E muito empregada em pesquisas nas quais os valores extremos tém pouca importancia.
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2.3 Moda

A moda é uma outra medida de tendéncia central, sendo definida de uma forma mais grosseira
em um conjunto de dados como o valor mais frequente. Uma melhor defini¢cao poderia ser dada
por aquele valor da variavel em que ha mais densa concentracao de valores na sua proximidade.
O processo de estimacao da moda depende da natureza dos dados. A unidade da moda ¢ a
mesma de cada mensuragao.

Se todas as classes tiverem as mesmas frequéncias, a distribuicao nao terda moda. Se duas
classes ou mais apresentarem frequéncias mais elevadas e idénticas, entao a distribuicao sera
multimodal (bimodal, trimodal, etc.).

2.3.1 Dados qualitativos nominais ou ordinais, e dados quantitativos

para dados quantitativos nominais ou ordinais e para dados quantitativos discretos, a defini¢ao
da moda, valor mais frequente da amostra.

2.3.2 Dados quantitativos continuos

A moda de Czuber pode ser facilmente obtida pela semelhanga de triangulos ABC e DCE no
esquema seguinte. A moda, refere-se ao valor da abscissa correspondente ao vértice C comum
aos dois triangulos. E facil perceber que os segmentos de retas AB e DE correspondem aos
valores Ay e As.

Observa-se pela Figura 2.2, que o valor da moda é Mo = LIy, + x, bastando determinar o
valor = pela semelhanca de triangulos, sendo:

s —ﬁj o Al
C—.T_AQ v A1+A2 “

assim, a moda ¢ determinada por:

Ay
Mo = LI ~— 2.

sendo:

pa

Ll Mo LS,, Classes

Figura 2.2: Histograma de frequéncia para a deduacao do calculo da moda.
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Karl Pearson, observou a existéncia de uma relagao empirica que permite calcular a moda

quando sao conhecidas a média (X) e a mediana (Md) de uma distribui¢do assimétrica. Essas
condicoes satisfazem a relacao empirica,

Mo = 3Md — 2X. (2.10)

2.3.8 Propriedades e caracteristicas

i. A soma ou subtra¢ao de uma constante (k) aos dados, altera a moda de tal forma que a
nova moda fica adicionada ou subtraida pela constante.

Sejam
Y, =X, +k, comk € R,

entao
Mo, = Mo, £ k.

ii. A multiplicagdo dos dados ou divisdo por uma constante (k), altera a moda de tal forma
que a nova moda fica complicada ou dividida pela constante.

Sejam
Y; = kX;, com k € R,

entao
Mo, = kMo,.

iii. Nao é afetada por valores extremos, a nao se que estes constituam a classe modal,;

2.4 Relagoes empiricas entre média, mediana e moda

As relacoes empiricas entre a média, mediana e moda, podem ser observados na Tabela 3.3,
podendo fornecer grandes informagoes sobre o formato da distribuicao da variavel.

Tabela 2.3: Relacao empirica entre a média, mediana e moda.

Distribuigao Relagao

Simétrica X = Md = Mo
Assimétrica a direita (assimétrica positiva) X > Md > Mo
Assimétrica a esquerda (assimétrica positiva) X < Md < Mo

Exemplo 4. Um estudante estd procurando um estdgio para o proximo ano. As companhias
A e B tém programas de estdgios e oferecem uma remuneragao por 20 horas semanais com as
sequintes caracteristicas (em saldrios minimos):

Companhia | A | B
Meédia 2,5 120
Mediana | 1,7 | 1,9
Moda 1,51 1,9
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Qual a companhia mais adequada?

Inicialmente vamos discutir as informacoes fornecidas supondo que o estudante terd seu
salario “escolhido” de acordo com uma politica salarial cuja tabela acima é um resumo. A
companhia A tem 50% dos seus estagiarios recebendo até 1,7 salarios minimos e o valor com
mais chance de ocorréncia é 1,5. Como a média é 2,5 devem haver alguns poucos estagiarios
com salario bem mais alto. A companhia B tem as trés medidas bem proximas indicando
uma razoavel simetria entre salérios altos e baixos. A opc¢ao do estudante dependerd de sua
qualificagao. Se ele for bem qualificado, deve preferir a companhia A pois tera maior chance
de obter um dos altos saléarios. se tiver qualificacao proxima ou abaixo dos outros estudantes,
deve preferir B que parece ter uma politica mais homogénea de salérios.

2.5 Outras medidas

2.5.1 Midrange
A amplitude média é dada por:

T X1+ X,
2
Um exemplo de seu uso é o da temperatura, média diaria. Outro fato interessante, é que
estamos testando essa media para um futuro teste de comparagao miltipla, tal qual como
utilizado por Tukey com a amplitude estudentizada.

(2.11)

2.5.2 Média geométrica

A média geométrica (X ), outra medida de posigao, é definida como sendo a raiz n-ésima do
Gy ’
produto dos n dados amostrais, sendo expressa por:

Xe=VXixXox...xX,, X;>0,Vi=1,2,...,n (2.12)

A tomada de logaritmos pode evitar problemas computacionais de se ter que trabalhar com
niameros de elevada magnitude. A expressao alternativa em (2.12) esta apresentada em (2.13)
considerando o uso do logaritmo neperiano (In), cuja base é o neperiano e (2,71828...).

ZIHXZ

Xe=exp{ E— 3 X;>0,Vi=1,2,...,n. (2.13)
n

A média geométrica é apresentada para calcular as taxas de variacoes, média de razoes,
médias economicas e taxas de crescimento de microrganismos.

2.5.3 Média harmonica

A média harmoénica (X g) ¢ usada para obter médias de razdes e em algumas técnicas da esta-
tistica, é usado em alguns processos conhecidos como “estimacao de componentes de variancia".

Xy =—

X, >0, ¥i=1,2,...,n. (2.14)

1
1

n

~
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2.5.4 Meédia quadrdtica

A média quadratica usada em fisica ¢ a raiz média quadréatica ou média quadratica (X ),

dada por:
— X2+ X2+, +X2
XMQ:\/ A T i (2.15)
n

2.5.5 Relagao entre a média, média geométrica e média harmonica

A relagao entre a média, média geométrica e média harmonica é dada por:

Xp<Xg<X.

2.6 Lista de Exercicios

Exercicio proposto 2.6.1

Com base nos Exercicios Propostos da subse¢ao 1.9, apresente para todas as questoes os
valores das média, mediana e moda.

Exercicio proposto 2.6.2

A tabela a seguir mostra a evolucao da receita bruta anual nos trés ultimos anos de cinco
microempresas (ME) que se encontram a venda.

2009 2010 2011

ME (em milhares (em milhares (em milhares

de reais) de reais) de reais)

Alfinetes V 200 220 240
Balas W 200 230 200
Chocolates X 250 210 215
Pizzaria Y 230 230 230
Tecelagem Z 160 210 245

Um investidor deseja comprar duas das empresas listadas na tabela. Para tal, ele calcula
a média da receita bruta anual dos tltimos trés anos (de 2009 até 2011) e escolhe as duas
empresas de maior média anual. Qual das duas empresas esse investidor deveria escolher.
Justifique e apresente os calculos.

Exercicio proposto 2.6.3

As notas de um professor que participou de um processo seletivo, em que a banca avali-
adora era composta por cinco membros, sao apresentadas no grafico. Sabe-se que cada
membro da banca atribuiu duas notas ao professor, uma relativa aos conhecimentos es-
pecificos da area de atuacao e outra, aos conhecimentos pedagogicos, e que a média final
do professor foi dada pela média aritmética de todas as notas atribuidas pela banca
avaliadora.
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Notas (em pontos)

M Conhecimentos
especificos

M Conhecimentos
pedagdgicos

Avaliador A Avaliador B Avaliador C  Avaliador D Avaliador E

Utilizando um novo critério, essa banca avaliadora resolveu descartar a maior e a menor
notas atribuidas ao professor. A nova média, em relagao a média anterior, é:

a) 0,25 ponto maior.

b

1,00 ponto maior.

d

)
)

c¢) 1,00 ponto menor.
) 1,25 ponto maior.
)

e) 2,00 pontos menor.
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MEDIDAS DE DISPERSAO

Vimos no Capitulo 2 que as medidas de posicao caracterizam o conjunto de dados, porém a
informagao contida nestas medidas nao é suficiente. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1

Considere trés turmas de estatistica nos cursos de engenharia. Selecionamos uma amostra
de 10 alunos em cada uma entre trés turmas e coletamos as notas da primeira prova da
disciplina de Estatistica e Probabilidade na UFSJ, de mesmo grau de dificuldade, notas
de 0 a 100 pontos, campus Alto Paraopeba (CAP). Segue os dados,

Turma 1 Turma 2 Turma 3
81.00 100.00 70.00
83.00 55.00 79.00
76.00 100.00 97.00
78.00 78.00 93.00
79.00 65.00 81.00
80.00 86.00 67.00
78.00 100.00 69.00
80.00 80.00 79.00
79.00 58.00 73.00
86.00 78.00 92.00

X =80 pontos X = 80 pontos X = 80 pontos

Apesar de todas as turmas, em média, terem apresentado notas iguas, percebemos que
existem diferencas entre as amostras, mais ainda, existe diferencas entre os elementos de uma
dada amostra. A turma 2 apresentou trés notas méximas, em contrapartida, dois alunos ficarm
com nota abaixo da nota de corte de aprovac¢ao (nota 60). Na turma 3, trés alunos tiveram
notas superiores a 90, algo que nao ocorreu na turma 1. Contudo, dois alunos tiveram notas
proximas a nota de corte. Percebemos assim, que os alunos da turma 1 foram mais homogénios
quanto a nota, apesar de nao ter apresentado ninguém préximo da nota maxima, mas também
ninguém proximo a nota de corte. Isso é o que chamamos de variabilidade entre os dados.
Dessa forma, precisamos complementar a informacao dos dados, além da informacao contida
na média (medida de tendéncia central). Na estatistica, enfatizamos sempre a variabilidade em
relacao a medida de tendéncia central, em particular, a média.

Nesse contexto, definimos

31
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Definicao 3.1: Medidas de Dispersao ou de Variabilidade

As medidas que quantificam a variabilidade ou dispersao em um conjunto de dados, é
chamada de Medida de Dispersao ou Medida de Variabilidade.

Geralmente as medidas de dispersao quantificam a distancia entre os dados de uma amostra
e uma medida de tendéncia central, em particular a média aritmética. Contudo, iniciamos por
medidas mais simples, definidas a seguir.

Definicao 3.2: Amplitude total

Considere um conjunto de dados de tamanho k, isto é, X7, X5, ..., X, e o ordenamos
em ordem de magnitude® para X1y, X(a), ..., X(), entao definimos a amplitude total,
denotada A;, por

At = X(k) — X(l), (3.1)

sendo X e X(1) o maior e o menor, respectivamente, dentre o k dados.

Termo usado quando organizamos os dados de modo crescente.

Em relacao a dados nao agrupados, quando k for o tamanho amostral, n, diremos que A; =
X(n) — X(1) sera a amplitude total amostral. Quando k = N, sendo N o tamanho populacional,
teremos a amplitude total populacional, A; = X(y) — X(y). Para os dados agrupados, quando k
representar o niimero de grupos, isto é, teremos para A;, o valor X(;) correspondente ao dado

Tabela 3.1: Dados agrupados sem intervalo de classe (Variaveis quantitativas discretas).

Grupo Frequéncia

X fi
X fa
Xk f

Total S

do k-ésimo grupo e o valor X(;) como o dado do primeiro grupo. Para dados agrupados com
intervalo de classe, isto &, teremos para A;, o valor X correspondente ao ponto médio do k-

Tabela 3.2: Dados agrupados com intervalo de classe (Variaveis quantitativas continuas).

Classe Ponto Médio Frequéncia
Lla | - - lea Xq fl
Llya | — — LSsa X fo
Lla | — —| LSka X I

Total - Ele f;

ésimo grupo e o valor X(;) como o ponto médio do primeiro grupo. Usamos o ponto médio, uma
vez que nao sabemos quais os valores contidos em cada classe. Alguns autores convencionam
assumir a amplitude total como, At = LSya — LI;a. Entretanto, nao temos a garantia que estes
valores existam. Assim, para uma melhor protegao, utilizamos os pontos médios.

Essa medida é bastante simples, facil de ser obtida e calculada. No entanto, ela é uma pobre
medida de dispersao por nao considerar todas as mensuracoes, e levando em conta apenas
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os valores extremos (minimo e méximo). Além disso, como é improvavel que uma amostra
contenha os valores minimo e maximo da populacao, a amplitude geralmente subestima a
amplitude populacional. Deve ser considerada ainda, a influéncia de possiveis “outliers", que
sao mensuragoes discrepantes, no estimador da amplitude. Apesar das limitagoes dessa medida
de dispersao, a amplitude é usada para se ter uma indicagao réapida e facil da variabilidade em
diversas areas.

3.0.0.1 Propriedades

i. A soma ou subtracdo de uma constante (k) aos dados, ndo altera o resultado da amplitude.
Demonstracao:

Sejam
Y,=X,tk, comkeRe Ax = X,, — X,

entao

ii. A multiplicagao ou divisdo de uma constante (k) aos dados, altera a amplitude de tal
forma que a nova amplitude fica multiplicada ou dividida pela constante.

Demonstracao:

Sejam
Yi=X; xk, comkeRe Ay = X,, — X1,

entao

Ay:(XnXk’)—<X1Xk’)@Ay:k(Xn—Xl)ﬁAy:k’Ax

3.0.1 Desvio médio

Como a amplitude nao considera todos os valores amostrais no seu calculo, ela pode ser con-
siderada deficiente. A amplitude é uma medida que nao informa como a distribuicao esta
concentrada ou arranjada em torno do seu valor central. E possivel considerar conjunto de
dados com a mesma amplitude, mas com diferentes estruturas de variacao de seus valores inter-
mediarios. E possivel expressar a variabilidade de um conjunto de dados em termos de desvio

da média.
n

Sabe-se que a soma dos desvios em torno da meédia ¢ zero, > (X; — X) = 0, par toda a
i=1
amostra, ou seja,

Z(Xi -X) = ZXi - 277

=1
— _ =1
- ZXI /ﬁ /L )

=1

n

= ) X —ixi = 0.
=1

=1



34 3. MEDIDAS DE DISPERSAO

Dessa forma essa medida se torna inttil como medida de variabilidade ou dispersao. Em
virtude de o interesse residir na magnitude dos desvios em relagao a média e nao em saber se
eles sao positivos ou negativos, pode ser definida uma estatistica de medida da variabilidade
considerando essa idéia. Assim, o desvio médio (Slyl) serd definido como sendo a média dos
desvios absolutos em relagdo a média da amostra, sendo expressa pela equacao (3.2). Este tipo
de medida estd na mesma unidade dos dados e pode ser definido também como sendo a média
dos desvios absolutos em relacao a mediana.

; |Xi — X

Apesar do seu aspecto atrativo, essa medida, em razao dos valores absolutos, conduz a sérias
dificuldades em problemas de inferéncia e é, por isso, raramente usada.

3.0.2 Varidncia

Uma outra forma de contornar o problema de a soma dos desvios, em relagao a média aritmética,
ser sempre igual a zero é usar a soma de quadrados de desvios, ja que, a soma de quadrados em
relacao a média é um valor minimo quando comparada com a soma de quadrados em relacao a
qualquer outra constante diferente de X.

Fazendo:

n

D=> (X;— A

i=1
Expandindo o somatorio e derivando D em relagao a “A"tem-se:

n

D= i:(Xi — AP = Z(Xf — 24X, + A?) = ZH:XZ? - zn:QAXi + zn:AQ
1=1 i=1 i=1 i=1

i=1
dD .
— =2 X; +2nA
A ; en
Igualando a derivada a zero, e resolvendo em A, tem-se:

dD -
— =2 X;+2nA=0,
JA ZZI + 2n 0

i=1

n

> X
=1

n

A:

Certificando se o ponto é de maximo ou de minimo,

d*D
dAdA

=2n > 0.

Como a segunda derivada é maior que zero, fica provado que o ponto é de minimo.
Essa propriedade torna essa soma de quadrados uma medida atraente para ser usada e se re-
laciona a um dos principais métodos usados na estatistica, conhecido como método de minimos
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quadrados. As somas de quadrados populacionais (populagao finita) e amostrais estao apresen-
tados nas equacoes (3.3) e (3.4), respectivamente. As expressoes das variancias populacional e
amostral diferem em relacao ao indice, que vai de 1 a N para a populacao e de 1 a n para a
amostra, e também em razao de os desvios serem tomados em relagao a média populacional e
amostral, respectivamente.

$Qp = (Xi—p)? (33)
SQy=> (X;—X) (3.4)

i=1

A variancia populacional (¢?) ¢ definida dividindo-se a soma de quadrados de desvios pelo
tamanho da populagao (expressdao 3.5). A variancia pode ser considerada como um valor dos
médio dos desvios ao quadrado, portanto, sendo também, como quadrado médio.

N
> (X —p)?
_ SQp _ =1
o = N = I (3.5)

A variancia amostral (S?) poderia ser definida da mesma forma que a variancia populacional,
substituindo-se N por n e p por X. A razdo para isso é justificada por uma propriedade
importante do estimador (caracteristica da amostra) denominada de viés, do qual, um estimador
nao-viesado é aquele em que a esperanca do estimador é igual ao parametro. A soma de
quadrados sera dividida por n — 1 ao invés de usar n. Isso tornaria o estimador da variancia
populacional nao viesado. Esse estimador esta apresentado em (3.6).

A quantidade n — 1, usada como divisora, é conhecida como graus de liberdade.

(X, - X)?
g= 59 _= (3.6)

n—1 n—1

Essas expressoes (3.5) e (3.6) sdo pouco usadas para o célculo da varidncia. As razoes disso
sao:

i. pouca precisao, uma vez que a média deve ser calculada e possivelmente arredondada e,
ainda, ter que se trabalhar com arredondamentos dos proprios desvios;

ii. duas passagens pelos dados sao requeridas, a primeira para calcular a média e a segunda
para obter a variancia.

Para contornar isso, expressoes equivalentes sao usadas. Para a equacao (3.5), podemos
deduzir,
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_iXH(ﬁXJzN(ﬁXJQ

1
N N2 7

==

oo B (50

i=1
N N ’

==

1
N

ile — @ : (3.7)

Para a equagao (3.6), podemos deduzir de forma semelhante a expressao (3.7), obtendo

L zn:)@(i—X) : (3.8)

1
n—1 n

E importante definir a variancia para dados agrupados com intervalo de classe, apresentado
na expressao (3.9). Para dados quantitativos discretos, agrupados por categorias, esse mesmo
estimador pode ser usado substituindo X;, ponto médio da classe 7, por X;, valor da categoria
i

> EX,

k 2
1 i 2 ( Z)
52 = Y FX, -~ — | (3.9)
=1

n—1 n

A unidade da variavel nao é a mesma de cada mensuracao. Essa unidade nao tem signifi-
cado fisico por estar ao quadrado. Assim, se os dados estao em kg, a variancia é expressa em
kg?, se os dados estao em cm, a variancia estard em cm?, etc. Apesar desse fato, a variancia é
extremamente util como medida de variabilidade, sendo igual a zero quando todas as mensura-
¢Oes sao iguais entre si e crescendo & medida que se aumentam as diferengas (dispersao) entre
os elementos do conjunto mensurado. As propriedades matemaéticas e a grande quantidade de
técnicas estatisticas, nas suas diferentes areas, que usam essa medida, a tornam a mais popular
e ttil medida de variabilidade.

3.0.2.1 Propriedades

i. A variancia de uma constante (k) é nula. Demonstragao:
Seja
X1:X2::Xn:k’:>X:kf7
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11.

1il.

portanto,

Somando ou subtraindo uma constante (k) aos dados, a variancia nao se altera.

Demonstracao:
Sejam
Y =X=+k,
1 -
2: X_ 2
SX n—l;( 7 )7
com k € R, entao
@ o= ! zn:(y-—y)?
Y n—liz1 ’
1 < —
= X, +k)— (X k)
o LR - (Kb
_ Loy x oxp
n—lz,:1 !
= S3

Multiplicando ou dividindo uma constante (k) aos dados, altera a variancia de tal forma

que a nova variancia fica multiplicada ou dividida por k2.
Demonstracao:

Sejam

Y =X xk,
S = 5 (6 - X
com k € R, entao }
sz nilim—yf
- niém B~ (X x B
_ nilg[k(XZ—Y)F
S ).
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3.0.3 Desvio padrao

O desvio padrao é definido tomando-se a raiz quadrada da varidncia. Dessa forma o desvio
padrao é expresso na mesma unidade dos dados e por essa razao possui significado fisico e é
preferido pelos investigadores, por ser mais facil de interpretar. O desvio populacional (o) é
definido na equacao (3.10).

N 2
Jeon G
2_ | 2L 2 Ni=l /)
o= |5 ZlX ¥ (3.10)

O estimador amostral do desvio padrao populacional o é um estimador viesado, embora
seja derivado de um estimador nao-viesado, sendo obtido pela extracao da raiz quadrada da
variancia amostral. O maior viés ocorre principalmente em pequenas amostras. O desvio padrao
esté apresentado na equagao (3.11)

n 2
e 69
52 — ZXZ?_i:—
=1

1
n—1 n

(3.11)

Para dados agrupados, o desvio padrao é apresentado em (3.12). Para relatar o desvio
padrao, deve-se considerar o mesmo nimero de casas decimais usadas para a média e para
apresentar a variancia, o dobro.

S2 = P G S (3.12)

em que, X; é o ponto médio da classe i.

3.0.3.1 Propriedades
i. Somando ou subtraindo uma constante (k) aos dados, nao altera o desvio padrao.
Demonstracao:

Sejam
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com k € R, entao

ii. Multiplicando ou dividindo uma constante (k) aos dados, altera o desvio padrao de tal
forma que o novo desvio padrao fica multiplicado por k. Demonstracao:

Sejam
Y =X xk,
v = | g LK - X
X — n_lizl 7 )
com k € R, entao
S o= | 0T
n—14% '

S 3
|
—_
I

[
%
>

3.0.3.2 Teorema de Tchebichev

Quando o desvio padrao é pequeno, proximo de zero, existird uma grande concentragao de dados
em torno da média. Por outro lado, se o desvio padrao for grande, os valores se concentrarao
com tal intensidade. Essa idéia pode ser expressa mais formalmente pelo seguinte teorema,
chamado de teorema de Tchebichev, devido ao mateméatico russo P.L. Tchebichev.

Para um conjunto de dados (populagao ou amostra) e qualquer constante k& > 1, a proporgao
dos dados que podem estar a menos de k desvios padroes da média (para qualquer dos dois
lados) é pelo menos: 1 — 1/k?, isto &,

1

1 — —
P(u—k0<X¢<,u—|—ka)21—EouP(X—ka<Xi<X+kU)zl—ﬁ.
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Para ilustrar o teorema de Tchebichev, por exemplo, é possivel afirmar que ao menos:

1 3
= =2 5%
22 4 ’
dos valores de qualquer conjunto de dados, devem estar a menos de dois desvios padroes da
média, de qualquer lado dela.

3.0.4 Coeficiente de Variagao

O desvio padrao e a variancia sao medidas absolutas da variabilidade dos dados. Essas medidas
sao dependentes da grandeza, escala ou unidade de medida empregada para mensurar os dados.
Conjuntos de dados com diferentes unidades de medidas nao podem ter suas dispersoes com-
paradas pela variancia ou pelo desvio padrao. Mesmo para uma tnica unidade, se os conjuntos
possuem médias de diferentes magnitudes, suas variabilidades nao podem ser comparadas por
essas medidas de dispersao apresentadas. Fica evidente uma medida de dispersao que nao
dependente desses fatores. Essa avaliacao da variabilidade ¢ conhecida por medida da variabili-
dade relativa de uma amostra ou populagao. O coeficiente de variagdo (C'V') é usado para esse
proposito. O coeficiente de variagdo populacional (C'V,) esta apresentado na expressao (3.13).

v, = < x 100% (3.13)
1

O coeficiente de variacao amostral (C'V') esta apresentado na expressao (3.14).

cV = % x 100% (3.14)

O coeficiente de variacao é a expressao do desvio padrao como porcentagem da média de
conjunto de dados. E uma medida adimensional da variabilidade, ou seja, ndo possui unidade
de medida. Nao deve ser calculado para dados de temperatura, exceto se for utilizada a escala
Kelvin. Esse tipo de dado, temperatura, pertence a uma classificacao dos dados, denominada
de dados intervalares. Dados intervalares possuem um intervalo definido, mas nao uma escala
com zero verdadeiro, ou de referéncia real. Outros exemplos de dados intervalares na Biologia,
que nesse caso sao denominados de circulares, sao os dados de tempo em dias ou de tempo em
anos.

Exemplo 5. A média e o desvio padrio da produtividade de duas cultivares de milho sao:
X4 = 4,0t/ha e Sy = 0,8t/ha para a variedade de poliniza¢io aberta A e Xp = 8,0t/ha
e Sp = 1,2t/ha para o hibrido simples B. Qual das cultivares possui maior uniformidade de
producao?

Se ao inspecionar as estatisticas, apresentadas vocé fosse induzido a responder que a varie-
dade de polinizacao aberta A seria a que possui maior uniformidade e que a razao seria o menor
desvio padrao apresentado por ela (0, 8¢/ha), vocé teria cometido um erro. O fundamento usado
aqui para comparar a variabilidade das cultivares nao foi correto, uma vez que o desvio padrao
¢ uma medida de variabilidade absoluta. Embora as unidades nao sejam diferentes, as médias
das amostras o sao. O procedimento adequado seria o de estimar o C'V' para ambas as cultivares
e comparé-los. Coeficiente de variacao sao:

[ed]

OVA:%mooz%xloo:m%

0
CVB:%xlooz%me:w%

E facil observar que o milho hibrido simples (B) é o mais uniforme, possui um menor C'V
que a variedade de polinizacao aberta A. Geneticamente, explica-se isso considerando que todas
as plantas de um milho hibrido simples tem a mesma constituigao genética, o que nao com a
variabilidade de polinizacao.
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3.0.5 Erro padrao da média

Para definir o erro padrao da média suponha que amostras aleatorias de tamanho n sao retiradas
de uma populagao e que em cada amostra seja estimada a média. Se for computado o desvio
padrao da populacao formada por todas as estimativas de médias obtidas, o valor encontrado
¢ conhecido como erro padrao da média. O erro padrao da média (o) é dado pela razdo entre
o desvio padrao populacional e a raiz do tamanho da amostra (3.15).

O desvio padrao amostral é dado pela expressao (3.16). As razoes da necessidades desse
estimador sao:

1. nao se conhece, em geral, o desvio padrao populacional;
2. na maioria das situagoes reais nao é possivel retirar todas as amostras de uma populagao;

3. em geral, apenas uma amostra ¢ extraida da populagao.

3.1 Estatisticas descritivas da distribuicao

As medidas de posi¢ao e de dispersao fornecem importantes informagoes de locagao e de vari-
abilidade da distribuicao de referéncia.

Nas distribuicao simétricas, os mesmos valores sao obtidos para a moda, para a mediana e
para a média. Ja as distribuigcoes assimétricas essas medidas sao diferentes e podem ser usadas
para avaliar indiretamente a forma da distribuicao.

3.1.1 Momentos

Os momentos populacionais centrados na média (j,) sdo definidos na equagao (??). O coefici-
ente r da expressao é a ordem do momento. Assim, para r = 1 tem-se o momento de primeira
ordem, o qual é sempre igual a zero; para r = 2 o momento de ordem 2, que ¢é a variancia da
populacao; para r = 3 o momento de assimetria de ordem 3; para » = 4 o momento de curtose.
E conveniente salientar que essa definicio se refere a populacio finita.

P = B (3.17)

3.1.2 Medidas de assimetria
3.1.2.1 Coeficiente de assimetria

O coeficiente de assimetria populacional (v/f;) é uma forma padronizada do estimador do
momento de assimetria (r = 3). Seu estimador (v/b;)é dado pela razao do momento amostral
de ordem 3 pelo de ordem 2, na poténcia de 3/2, é apresentado na equagao (3.18).

Vbl = —2 (3.18)

(ms)3/2
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(c)

Figura 3.1: Formas das distribui¢ao de frequéncia em situagoes reais: (a) distribui¢ao em forma
simétrica; (b) distribui¢ao assimétrica a direita; (c) distribui¢ao assimétrica a esquerda.

As populagoes cuja distribuigao ¢ simétrica apresentam valor de v/fB; = 0 (Figura 3.1a). As
distribui¢oes assimétricas a direita (assimetria positiva) apresentam /f; > 0 (Figura 3.1b), e
as assimétricas & esquerda (assimetria negativa) apresentam +/f; < 0 (Figura 3.1c).

Estimativas amostrais diferentes de zero devem ser analisadas com cuidado para serem
realizadas inferéncias sobre a natureza da distribuicao da populacao que propiciou aquela es-
timativa. E possivel extrair amostras de distribuicdes populacionais perfeitamente simétricas
que apresentam desvios de assimetria.

3.1.2.2 Relacgao empirica da assimetria

As relagoes empiricas entre a média, mediana e moda, podem ser observados na Tabela 3.3,
podendo fornecer grandes informagoes sobre o formato da distribuicao da variavel.

Tabela 3.3: Relacao empirica entre a média, mediana e moda.

Distribuicao Figura Relagao

Simétrica Figura 3.1a X =Md= Mo
Assimétrica a direita (assimétrica positiva) Figura 3.1b X > Md > Mo
Assimétrica a esquerda (assimétrica positiva) Figura 3.1c X < Md < Mo

3.1.2.3 Coeficiente de assimetria de Pearson

1. Uma relagao empirica encontrada por Pearson sobre a assimetria é apresentada na equagao

(3.19).

AS = % (3.19)

que X é a média amostral, Mo é a moda amostral e S é o desvio padrao.

2. Outra relacao empirica encontrada por Pearson sobre a assimetria é apresentada na equa-
cao (3.20).
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3(X — Md)
S Y

em que X é a média amostral, Md é a mediana amostral e S é o desvio padrao.

AS = (3.20)

Se :
e AS =0, diz-se que a distribuicao é simétrica;
e AS > 0, diz-se que a distribuicao é assimétrica a positiva;

e AS <0, diz-se que a distribuicao é assimétrica negativa.

3.1.8 Coeficiente de curtose

O grau de achatamento de uma distribuicdo é denominada de curtose. E facil perceber, pela
propria definicao, que a curtose de uma distribui¢ao deve ser analisada sob alguma referéncia.
Como ja se comentou anteriormente, a distribuicao normal de probabilidade seré considerada
a distribuigao de referéncia. Para medir a curtose, define-se o estimador (b2) do coeficiente de
curtose () na expressao (3.21). A distribuigdo normal possui coeficiente de curtose igual a 3.

my

(m2)?

As distribuigbes que possuem valor de curtose igual a 3 sdo denominadas mesocurticas.
Aquelas que possuem [, > 3 sao denominadas de leptocirticas e as que possuem (o < 3 sao
as platicurticas. As distribuigoes leptocirticas sao aquelas que possuem uma concentracao de
valores (mensuragoes) proxima ao valor central maior que a da distribui¢ao normal (mesocur-
tica). Nas distribui¢bes platicirticas, por sua vez, ocorre ao contrario, ou seja, uma menor
concentracao de valores em torno do centro da distribui¢gao. A Figura 3.2 ilustra os trés tipos
de curvas quanto ao grau de achatamento.

b2 =

(3.21)

=  platictrtica
B mesocurtica
= leptocirtica

00 02 04 06 08

Figura 3.2: Formas das distribuicao de frequéncia quanto ao grau de achatamento mostrando
as curvas leptocurticas, mesocirticas e platictrticas.



44 3. MEDIDAS DE DISPERSAO

3.2 Lista de Exercicios

Exercicio proposto 3.2.1

Cronometrando o tempo para varias provas de uma gincana automobilistica, encontra-
mos:

e Equipe 1: 40 provas; Tempo médio: 45 segundos; Variancia: 400 segundos ao

quadrado.
e Fquipe 2:
Tempo: 20 40 50 80
N° de provas: 10 15 30 5
a) Qual o coeficiente de variacao relativo a equipe 17

b
¢

d

Qual a média da equipe 27

Qual o desvio padrao da equipe 27

)
)
)
)

Qual a equipe que apresentou resultados mais homogéneos? Justifique.

Exercicio proposto 3.2.2

Os dados a seguir referem-se ao ntimero de empresas falidas/ano observadas em n = 85
anos. A amostra foi obtida em Lavras, MG.

Empresas falidas Frequéncias

0 36
1 19
2 16
3 7
4 4
) 2
6 1

a) Calcular: média, mediana e moda.

b) Calcular a amplitude, variancia, desvio padrao, erro padrao da média e coeficiente de
variacao;

¢) quanto a simetria qual a natureza da distribuigao de frequéncias das empresas falidas.

Exercicio proposto 3.2.3

A seguir, estao apresentadas estimativas do coeficiente de assimetria e de curtose.
Classifica-las quanto a simetria e grau de achatamento da distribuigao de frequéncia.
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.

Coeficiente de

Coeficiente de

Classificacao da

Classificacao do

Assimetria Curtose Simetria Grau de Achatamento
0,5 3,0
-2,0 1,0
2,0 2,0
3,0 3,0
0,0 3,0
0,0 3,5
-3,0 4,5

J

Exercicio proposto 3.2.4

A tabela a seguir apresenta algumas estatisticas das notas dos alunos de determinado
curso que participaram do ENADE 2005.

Estatisticas Basicas da prova de Componente Especifico por grupo de estudantes

Estatisticas Total Grupo
Ingressantes Concluintes
Populagdo 550 326 224
Tamanho da 385 214 171
amostra
Presentes 344 182 162
Média 29,0 26,8 322
Erlfo_padréo da 03 0.4 0.4
media
Desvio padrao 10,5 9,3 1.3
Nota minima 0,0 0,0 0,0
Mediana 28,1 27,2 315
Nota maxima 68,2 544 68,2

MEC/INEP/DEAES - ENADE2005

Com base na tabela acima, pode-se afirmar que a(s):

I
II
III
IV

Sao verdadeiras APENAS as afirmacoes:

a) I e III;

b) Te

d) IIelIV;

e

)
)
c) Il e I1I;
)
)

IIT e IV.

)
) amplitude total das notas é
)
)

menor dispersao das notas ocorre no grupo dos alunos concluintes;

menor no grupo dos concluintes;

variancia das notas é menor no grupo de ingressantes;

medidas de posi¢ao na distribuicao de notas sao menores no grupo dos ingressantes.
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PROBABILIDADE

4.1 Nocoes iniciais sobre teoria de conjuntos

Quando desejamos compreender algo da natureza, tentamos estudé-la por meio de um processo
de observacao chamado experimento. Esta na realidade é uma situagao que envolve incertezas.
Dai podemos definir um experimento aleatorio.

Definicao 4.1: Experimento Aleatorio

Todo experimento cujo resultado nao pode ser previsto antes de sua execugao, ¢ chamado
de experimento aleatoério.

Podemos apresentar alguns exemplos.

Exemplo 6. Lanc¢ar um dado equilibrado e observar o resultado obtido na face superior do
dado.

Exemplo 7. Observar o nimero de chamadas telefonicas que chegam a uma central telefonica
em um determinado intervalo de tempo.

Exemplo 8. Para a escolha ao acaso de uma ldmpada que acabou de sair do processo de
fabricagao, verificar o tempo de duragao da ldmpada em funcionamento.

Por mais que nao seja possivel prever o resultado antes de sua execuc¢ao, sabemos que
diversos resultados possiveis podem ocorrer. Assim, definimos,

Definicao 4.2: Espaco amostral

O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento, denotado por €2, é
chamado de espago amostral.

Um exemplo para a compreensao dessa defini¢ao, sera apresentado a seguir.

Exemplo 4.1

Um experimento langa trés moedas honestas, e deseja-se verificar a face superior dessas
moedas. Sabe-se que cada moeda apresenta duas faces: cara (H) e coroa (T). Dessa
forma, o espaco amostral é dado por:

O = {(H HH),(HHT),(HT H),HTT),
(T H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)}.

47
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Definicao 4.3: Subconjunto

Se todo elemento do conjunto A é também elemento do conjunto B, entao A é definido
como um subconjunto de B, sendo representado A C B ou B D B (A esta contido em B
ou B contém A).

Essa definicao pode ser aplicada também a subconjuntos e €2, como no exemplo a seguir.

Exemplo 4.2

Sejam os conjuntos:

B=1{1,2,3,4,5,6} e A={1,2,3},

entao A é um subconjunto de B, pois, os elementos que contém em A, também contém
em B.

Definicao 4.4: Evento

| r

E o subconjunto do espaco amostral (), representado por letras maitsculas, A, B, .. ..

| V

Exemplo 4.3

Um evento retirado do espago amostral do Exemplo 4.1 seria A = {(H,H,H), (H,H,T),
(H,T,T)}, ou seja, o evento em que dos trés arremessos de moedas, tenha saido “cara'na
primeira moeda.

Definicao 4.5: Evento Disjunto

Dois eventos A e B sao disjuntos ou mutuamente exclusivos, quando nao tem elementos
em comum.

Exemplo 4.4

Sejam os eventos A = {1,2,3,4} e B = {5,6}, entdo AN B = O

Exemplo 4.5: Eventos coletivamente exaustivos

Se ao menos um evento ocorrer durante um dado experimento.

Definicao 4.6: Conjunto equivalente

Dois conjuntos A e B sao definidos equivalentes, ou iguais, se A C B e B C A.

| r

Exemplo 4.6

Sejam os conjuntos:

B=1{1,2,3} e A={1,2,3},
entao A é igual a B, pois A C Be B C A.

Definicao 4.7: Conjunto Vazio

Se o conjunto A nao contém nenhum elemento, entao A é chamado de conjunto nulo ou
conjunto vazio, ou seja, A = ou A={ }.
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Definicao 4.8: Complemento

O complemento do conjunto A com respeito ao espaco 2, denotado por A, A°, ou Q — A,
é o subconjunto dos elementos de €2 exceto os elementos do conjunto A.

Exemplo 4.7

Seja o espaco amostral €2 do experimento que consiste em arremessar trés moedas hones-
tas. Diremos que H consiste na face superior da moeda ser cara, e T' coroa. Assim

Q = {(Hd,HH),(HHT),(HTH),HT,T),
(T H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)}.

e um subconjunto de €2, cujo evento serd aparecer cara na primeira moeda, dado por
A={(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T)}.
Entao o complemento de A sera:

A={(T,H H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)}.

Definicao 4.9: Uniao

eja A e B, dois subconjunto quaisquer de €2, entao o conjunto todos os elementos que
estao em A ou B ou em ambos, é definido conjunto uniao de A e B, denotado por AU B.

Exemplo 4.8

| r

Sejam os conjuntos:

A=1{1,2,3} e B={3,4,5,6)},

entao

AUB ={1,2,3,4,5,6}

Definicao 4.10: Intersecgao

Seja A e B, dois subconjuntos quaisquer de (), entao o conjunto que contém todos os
elementos que estao em A e B, é definido a interseccao de A e B, e escrito AN B ou AB.

Exemplo 4.9

| r

Sejam os conjuntos:

A={1,2,3} e B={2,3},

entao

ANB =1{2,3}.

Definicao 4.11: Conjunto diferenca

Seja A e B dois conjuntos de 2. O conjunto de todos os elementos de A que nao estao
em B, serao denotados por A — B, sendo definido por conjunto diferenca.
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Exemplo 4.10

Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4} e B ={3,4}, entdo A — B = {1,2}.

4.1.1 Leus bdsicas da teoria de conjuntos
e Lei comutativa: AUB=BUAe ANB=BNA.
e lei associativa: AU (BUC)=(AUB)UC.
e Lei distributiva: AU(BNC)=(AUB)N(AUC)e AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

4.1.2  Teoremas cldssicos da teoria de conjuntos

Teorema 4.1

(A9)¢ = (A) = A, em outras palavras, o complemento de A & igual a A.

Prova:

Seja €2, o espago amostral de todos os elementos de um experimento, e A, um subconjunto
de Q. Assim, se AY =) — A, entdo

(A)=-(-A4)=A

Teorema 4.2

| r

Seja 2, o espago amostral de todos os elementos de um experimento, e A, um subconjunto
de 2, entao AQA=A, AUQ =0, Ag=0e AUZ = A.

1. AQ=A
AQ=AN(AUA®) = (AnA)U(AnA°)
= AUD
= A
2. AUQ=0Q
AUQ=(AUuA)UOQ = (AUQUAUQ)
= QuUQ
= O
3. A =02

A =2 =AN(ANA% = (AUA)N (AN A
= ANo
= o.
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4. AUg=A

AU =AU(ANAY) = AN(AUA9)
= ANQ

4.2 Probabilidade

Probabilidade ¢ uma fun¢ao P(.) que atribui valores numéricos, entre 0 e 1, aos eventos do
espaco amostral satisfazendo os seguintes axiomas de Kolmogorov:

(i) 0< P(A) <1,V ACQ;
(ii). P(Q) = 1;

n n

(iii). P(U A;) = Zp(A,-), com Als disjuntos.

=1 =1

Ha duas formas para atribuir probabilidades aos elementos do espaco amostral:

1. A primeira delas, consiste na atribuicao de probabilidades, baseando-se em caracteristi-
cas tedricas da realizacao do fenomeno, chamado de probabilidade cldssica ou a priori;
formalmente, se um experimento aleatério obtiver resultados multuamente exclusivos e
igualmente provaveis, e se n, desses resultados tém um atributo A, entao, a probabili-
dade de acontecer A é a fragdo na/n. Mais ainda, Laplace define a probabilidade de um
acontecimento como sendo o quociente entre o nimero de casos favoraveis e o ntimero
de casos possiveis, supondo todos equiprovéaveis. A principal limitacao é que os eventos
tenham que ser igualmente possiveis.

2. uma outra maneira de obter probabilidades é através das frequéncias de ocorréncias, tam-
bém conhecido como probabilidade frequentista ou a posteriori, em que a probabilidade
de um dado acontecimento pode ser medida observando a frequéncia relativa do mesmo
acontecimento numa sucessao numerosa de provas ou experiéncias, idénticas e indepen-
dentes. A principal limitacao é que os eventos possam repetir-se indefinidamente nas
mesmas circunstancias.

Exemplo 4.11

Um langamento de um dado, temos o espago amostral 2 = {1,2,3,4,5,6}. Se admitirmos
que o dado foi construido de forma homogénea e com medidas rigorosamente simétricas,
nao temos nenhuma razao para privilegiar essa ou aquela face. Logo, podemos considerar
P(X=1)=P(X=2)=P(X=3)=...=P(X =6) =1/6, fato que se enquadra na
probabilidade classica ou a priori.

Exemplo 4.12

Suponha que seja conhecida a frequéncia de cada possivel elemento do espago amostral.
Se sorteamos aleatoriamente um elemento dessa populacao, a probabilidade de sortear
esse ou aquele elemento sera a sua respectiva frequéncia relativa, fato que se enquadra
no tipo de probabilidade frequentista ou a posteriori.
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4.2.1 Regra de adi¢ao de probabilidades

A probabilidade de ocorréncia do evento A ou do evento B é igual a:
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (4.1)

Caso os eventos A e B sejam mutuamente exclusivos, isto ¢, P(AN B) = 0, entao:

P(AUB) = P(A) + P(B). (4.2)
Essa regra pode ser estendida para n eventos mutuamente exclusivos: Ay, A, ..., A,, isto

¢,
P(AjUAsU...UA,) =P(A)) + P(Ay) + ...+ P(Ay). (4.3)

4.2.2  Probabilidade de um evento complementar

Se A ¢ um evento complementar de A, entdo:
P(A%) =1— P(A). (4.4)

Essa situagdo é consequéncia da regra da adigao para A C 2 na expressao (4.2), substituindo
B por AY, temos

P(AUAY) = P(A)+ P(AY) — P(AN A%),
P(Q) = P(A)+P(A%) -0
1 = P(A)+ P(AY),

logo segue a expressao (4.4).
As proximas Definigoes e Teoremas iremos apresentar com base em uma motivagao:

Motivagao 1. Paulo é um jovem empreendedor e quer abrir seu proprio negocio. FEle observou
que o mercado de sanddlias era lucrativo. Entao resolveu abrir uma fabrica de sanddlias. Devido
a dificuldade financeira, resolveu comprar trés mdquinas de sanddlias usadas. As informacoes
anteriores sobre estas mdquinas dadas pelo proprietdrio foram:

Mdquina Produto Total da producao Produto com defeito
M1 Pantufas 50% 1%
M2 Sanddlias baizas 40% 2%
M3 Sanddlias de couro 10% 3%

Surgiu as sequintes indagacgoes:

e Do total de sanddlias produzidas, qual a probabilidade de Paulo produzir uma sanddlia
com defeito?

e Pensando em aumentar o lucro da fdbrica, Paulo pensa e substituir uma das mdquinas,
qual seria sua decisao?

— Serd que a mdquina M1 que produz mais sanddlias e consequentemente tem maior
desgaste, deve ser trocada primeiro?

— Ou serd que apesar da mdquina M3 ter menor produgao, € a que gera mais defeito
por sanddlia, deve ser trocada primeiro?

Muitas vezes nos deparamos com situagoes em que antes da realizacao de algum experi-
mento, temos alguma informacao adicional. Queremos saber o quanto que essa informacao
pode afetar a medida de probabilidade.
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Defini¢ao 6 (Probabilidade condicional). Dados dois eventos A e B definidos em F, entio a

probabilidade condicional do evento A dado que ocorreu o evento B, denotado por P(A|B), é
definida por:

P(ANB)

P(A|B) = —*

(A1) = =5,

para P(B) > 0. O

(4.5)

Com base no problema de Paulo, denote o evento D as sandalias produzidas com defeitos, M;
o evento que representa as sandalias produzidas pela maquina M1, M; o evento que representa
as sandalias produzidas pela maquina M2 e M3 o evento que representa as sandalias produzidas
pela maquina M3. Assim,

P<D|M1> = 07017
P(D|M,) = 0,02,
P(D|M;) = 0,03.

Teorema 2 (P(A|B) é uma medida de probabilidade). Sejam A e B eventos aleatdrios, tal

que P(B) > 0, e considere Q : F — [0,1] definida por
P(ANB
Q) = PAIE) = TS 2,

que € a probabilidade condicional de A dado B. FEntao (Q,F,Q) € também um espago de
probabilidade. [

Demonstragao. Verificar se (Q(.) é uma medida de probabilidade, é assumir que ) satisfaz os
axiomas de Kolmogorov, isto ¢,

e Axioma 1:

e Axioma 2:
Como P é uma medida de probabilidade, entao

VAEQ: Q(A) > 0.

e Axioma 3: Seja uma sequéncia A;, As, ..., disjunta, entao
x P2, AN B)
Ai — i=1
=1
B i P(A;N B)
B P(B)

Prova concluida.
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[]

Teorema 3 (Regra do produto de probabilidade). Seja os eventos Ay, As, ..., A, em (2, F, P),
com P((N;_; A;) > 0, entao a probabilidade do produto desses eventos é dado por

P(AiNAyN...NA,) = P(A)P(As|Ay) ... P(AJA1NAsnN...NA,4)

Demonstra¢ao. Por inducao, consideremos n = 2. Assim, pela Defini¢ao 6, temos

P(A; N Ay)
P(A;)
P(Al N Ag) = P(Al)P(A2|A1)7

P(As|Ar) =

pois P(A;) > 0. Agora para n = k, generalizamos a inducao,
P(AiNAsN...NAy) = P[(A1Ay... A1) N A,
pela definicao 6, temos
P[(A1As .. A1) N AL = Pl(A1Ay. .. A 1) P(Ag|A1As ... A q)
podendo ser reescrito como

P[(AlAQ . Ak—l) N Ak] = \P(AlAg . Ak_g)P(Ak_1|A1A2 e Ak—2)} X

P(A1Ag.. Ap_1)

XP(Ak|A1A2 Ce Ak—l)-

Assim, usando a indugao sucessivas vezes, chegaremos a expressao

P<A1A2 ..M Ak) = P(A1>P(A2|A1) R P(Ak_1|A1A2 e Ak_g) X
XP(Ak‘AlAQ R Ak,1>.

Observe que por hipétese, todos os condicionamentos da expressao do lado direito, tém proba-
bilidades positivas, pois contém ();_, A;. Portanto, teorema provado. O]

Antes de falarmos sobre o teorema da lei da probabilidade total, sera interessante fazer a
definicao sobre a particao de 2.

Definigao 7 (Particdo de Q). Se a sequéncia Ay, A, ..., sao disjuntos dois a dois e | J;o; A =
Q, entao dizemos que essa sequéncia forma uma particio de €.

Entretanto, para calcular a probabilidade de uma sandalia esta com defeito, isto é P(D),
apresentamos o seguinte Teorema,

Teorema 4 (Teorema da probabilidade total). Considere uma sequéncia de eventos Ay, As, ..., A,
de F, disjuntos, tal que |J;_, A; =2, e B um evento de F, entdo a probabilidade de B € dada
por:

P(B) = ZP(B|A1')P(A73)7 (4.6)

para P(A;) >0, sendoi=1,2,... n. ]
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Demonstragdao. Sabendo que A; N;z; A; e que |, BN A; = Q, entao |J;_, BN A; = B ¢ os
B N A; sao também disjuntos. Dessa forma,

P(B) =P (O BN AZ->

— Z P(BNA;) (BN A, disjuntos)
i=1

— Z P(B|A;)P(A;) (Teorema 3)
i=1

como querfamos provar. O

Exemplo 9. Voltando ao problema de Paulo, como P(M;) = 0,50, P(Ms) = 0,40) e P(M3) =

0,10, entao a probabilidade de uma sanddlia ter defeito é

P(D) = Z P(D|M;)P(M,)

=P(D|My)P(M;) + P(D|M,)P(Ms) + P(D|Ms)P(Ms)
=0,01 x 0,50+ 0,02 x 0,40+ 0,03 x 0,10
—0,016.

Uma outra Definicao interessante é a independéncia de eventos, apresentada a seguir.

Definigao 8 (Independéncia de dois eventos). Considere o espago amostral 2. Dois eventos A
e B de Q2 sao independentes se satisfaz ao menos uma das sequintes condicoes:

I) P(ANB) = P(A)P(B);
II) P(A|B) = P(A), para P(B) > 0;
III) P(B|A) = P(B), para P(A) > 0.
]

E facil mostrar que (I) implica em (II), (II) implica em (III), e (IIT) implica em (I). (4) — (4i):
Se P(AB) = P(A)P(B), entao
P(AB) P(A)P(B)

P(A|B) = PA) = PD) = P(A), para P(B) > 0;

(id) — (iii): Se P(A|B) = P(A), entdo

P(B|A) = Pp(i()l) = P(AJDBQKI)D(B) = P(B), para P(A)>0;

(i7i) — (i): Se P(B|A) = P(B), entao
P(AB) = P(B|A)P(A) = P(B)P(A), para P(A) > 0.

Esse teorema mostra o cunho filosoéfico da independéncia entre A e B, que consiste em dizer
que na presenca ou auséncia do evento B, a probabilidade do evento A é a mesma, nao se altera.
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Exemplo 10. Sejam os resultados possivel de um dado honesto, cujo espago amostral é ) =
{1,2,3,4,5,6}. Considere um evento que representa o conjunto dos nimeros impares desse
espago amostral, A = {1,3,5}, e outro evento que consite nos mailtiplos de 3, B = {3,6}. A
probabilidade de A é P(A) = 1/2, a probabilidade de B é P(B) = 1/3, e a probabilidade da
intersegao entre A e B é P(ANB) = 1/6. Veja que dado que o evento B ocorra, ou nao ocorra
B¢ =1{1,2,4,5}, a probabilidade do evento A é a mesma, veja:

P(A|B) = % ~1/2
P(A|BY) = % —1/2.

Que € o mesmo que entender que P(A) x P(B) =1/6 = P(AN B).
A independéncia entre dois eventos nao implica em independéncia coletiva. Vejamos,

Exemplo 11. Seja um experimento cujo objetivo é verificar a face superior de um tetraedro,
isto é, Q = {1,2,3,4}. Sejam os eventos em Q, A = {1,4}, B = {2,4} e C = {3,4}.
Considerando o tetraedro honesto e que cada valor é equiprovdvel, assim P(A) = P(B) =
P(C) =1/2. Observamos que estes eventos sao independentes dois a dois, isto é, P(ANB) =
1/4 = P(A)P(B), P(ANC) = 1/4 = P(A)P(C) e P(BNC) = 1/4 = P(B)P(C). Porém,
P(ANBNC)=1/4# P(A)P(B)P(C). Logo, os eventos A, B e C nao sao independentes trés
a trés.

Para uma definicao mais geral, temos

Defini¢ao 9 (Independéncia de eventos). Considere o espago amostral Q). Uma sequéncia de
eventos Ay, As, ..., A, de ) sdo independentes se e somente se:

P(A;,NA;NA) = P(A)P(A;)P(Ay), parai#j#k;

P(OA) = [ P(4). (@.7)

]

Paulo poderia indagar, os M; e D sao independentes ou dependentes? Pela Definig¢ao 8§,
temos que

P(D|M;) # P(D) = 0,016 = D e M; nao sao independentes, para i = 1,2, 3.

A grande questao agora é qual a maquina que Paulo deveria substituir com o propoésito de
aumentar seu lucro na empresa. A ideia sera calcular P(M;|D), isto ¢, dado um defeito na
sandélia qual a probabilidade de vindo da maquina ¢? A maior probabilidade serd a maquina
substituida. Entretanto, ainda nao temos ferramenta para resolver essa resposta. Para isso,
apresentamos o seguinte Teorema:

Teorema 5 (Teorema de Bayes). Considere o espago amostral Q). Considere uma sequéncia
de eventos Ay, A, ..., A, de Q, disjuntos, tal que |J;_, A; = Q, e B um evento de F, entao a
probabilidade de Ay, para k =1,2,....n, dado que ocorreu o evento B, denotado por P(Ax|B),
€ dado por:

P(B|Ay)P(Ar)

PANB) = s ppspiay: B b2 (4.8)

para P(Ag) >0 e P(A;) >0, sendoi=1,2,...,n. ]




BATISTA, B. D. O. 57

Demonstracao. Para um ¢ qualquer, temos

Pl = T 0
P(BlA) = T T

Isto implica que
P(A;N B) = P(B)P(Ai|B) = P(A;)P(B|A;).

Pela lei da probabilidade total, a probabilidade de B pode ser dada por P(B) = > .7, P(A;)
P(B|A;). Portanto,

P(A;)P(B|4;)
>y P(A)P(BlA)

=1

P(Ai|B) =
prova concluida. O

Tal é a sua importancia, que um dos ramos de estudo da inferéncia estatistica é baseado
nesse teorema. O Teorema de Bayes fornece uma atualizagdo do conhecimento jé existente
P(Ayg), conhecido como “a priori”, por meio da ocorréncia do evento B. Essa atualizacao é a
probabilidade “ a posteriori” P(Ax|B).

Com esse resultado, Paulo agora pode tomar uma decisao mais plausivel, isto ¢, dado um
defeito numa determinada sandalia produzida na fabrica, qual a probabilidade desta ter sido
produzida em cada uma das maquinas?

0,01 x 0,50
P(M,|D) = # —0,3125
0,02 x 0,40
P(M|D) = ﬁ — 0, 5000
0,03 x 0,10
P(Ms|D) = ﬁ —0,1875

A tomada de decisao serd substituir a maquina M2. Poderiamos ter tomado uma decisao
equivocada se nao fosse o teorema de Bayes.

Devemos abrir uma discussao que ocorre muito frequente entre as Defini¢oes 10 e 8, isto é,
eventos disjuntos e independéncia. Nas proprias defini¢goes percebemos a distingao clara entre
as caracteristicas. A primeira se remete a eventos (conjuntos), e a segunda é uma condi¢ao
probabilistica dos eventos. Contudo, em determinados problemas ainda h& muita confusao ao
tentar resolvé-los. Assim, apresentemos os seguintes teoremas,

Teorema 6 (Eventos disjuntos e independentes). Considere A e B, dois eventos Q). Se ANB =
() (eventos disjuntos), entdo A e B sao independentes apenas, se e somente se, um dos eventos
tiver probabilidade 0.

Demonstragao. Considerando que o evento A tenha probabilidade 0, isto ¢, P(A) = 0, implica
que A = (. Assim, P(ANB) = P(ln B) = P(()) = 0. A condi¢ao de independéncia entre os
dois eventos existe se P(A)P(B) = P(AN B), e isso ocorre de fato, P(A)P(B) = P(0)P(B) =
0 x P(B)=0= P(AN B), o que completa a prova. O

Caso esses eventos nao tenham probabilidade 0, a condicao AN B = () implica que estes sao
dependentes. Vejamos o seguinte exemplo para elucidar essas definigoes.
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Exemplo 12 (Eventos disjuntos e independéncia de eventos). A tabela abaizo dd a distribuigdo
das probabilidade dos quatro tipos sanguineos, numa certa comunidade.

Tipo sanguineo A| B | AB | O
Probabilidade de ter
o tipo especificado 0,2
Probabilidade de nao
ter o tipo especificado 0,9 0,95

Calcular a probabilidade de que:

"
b)
)

um individuo, sorteado ao acaso nessa comunidade, tenha o tipo O;
dois individuos, sorteados ao acaso nessa comunidade, tenham tipo A e tipo B, nessa ordem;

um individuo, sorteado ao acaso nessa comunidade, nao tenha o tipo B ou nao tenha o tipo
AB.

Vejamos que os tipos sanguineos sao multuamente exclusivos e formam a particao do espaco
amostral, uma vez que nao existe outro tipo sanguineo além dos informados e que nao hd
idividuo com dois tipos sanguineos. Assim,

@)

b)

P(Q)=P(A)+P(B)+ P(AB)+ P(O) = 1 =10,2000+0,1000+0,0500+ P(O) = P(O) =
0, 6500.

Este item merece uma atengcao. Como os eventos A e B sao multumente exclusivos, estes nao
sao independentes pois nenhum tem probabilidade 0. Uma vez determinada as probabilidades
de especificacao em individuos diferentes, a probabilidade de especificar o tipo sanguineo A
em um individuo da comunidade nao interfere em nada na probabilidade de especificar o
tipo sanguineo de um outro individuo dessa mesma comunidade. Assim, a probablidade
de especificar o tipo sanguineo desses dois individuos simultaneamente é P(A) x P(B) =
0,2000 x 0,1000 = 0, 0200.

Agora os eventos “ndao ter o tipo sanguineo especificado” nao implica que os eventos sejam
multuamente exclusivos pelo fato dos eventos “ter o tipo sanguineo especificado” terem sido
disjuntos. Veja, o evento nao ter o tipo sanguinio AB e o evento nao ter o tipo sanguineo
B, pode existir individuos comum a estes dois eventos, por exemplo, um individuo do tipo
sanguineo A ou O, e a probabilidade destes nao € zero, logo, os eventos nao ter o tipo
sanguinio AB e nao ter o tipo sanguineo B nao sao disjuntos. Entretanto, esses eventos sao
independentes, pois a probabilidade de um evento nao influencia na probabilidade do outro.
Assim,

P[(AB)° U B°] = P[(AB)"] + P(B°) — P[(AB)° N B
= 0,9000 + 0,9500 — P[(AB)° N B°]. (4.9)

Vejamos o evento (AB)* = AUBUO e o evento B = AU ABUO. A intersegcao entre
estes € (AB)*N B = AUO, em que A e O sao disjuntos, assim,

P[(AB)° N B9 = P(AUO) = P(A) + P(0O)
= 0,20 +0,65 = 0, 85. (4.10)

Substituindo (4.10) em (4.9), seque que

P[(AB)°U B°] = 0,90 + 0,95 — 0,85 = 1.
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Ao final, temos a tabela completada da sequinte forma:

Tipo Sanguineo A B | AB 0
Prob. tipo esp. 0,20 | 0,10 | 0,05 | 0,65
Prob. nao tipo esp | 0,80 | 0,90 | 0,95 | 0,35

Vale a pena discutirmos sobre a independéncia nessa situacao. Quando falamos na especifica¢ao
do tipo sanguinio € fato que um mesmo elemento nao pode ser especificado em dois ou mais
tipos sanguineo. Fica claro que os eventos A, AB, B e O, sao disjuntos. Agora, serd que a
probabilidade de especificar, por exemplo, o tipo sanguineo A, nao interfere na probabilidade do
tipo sanguineo B, ou qualquer um outro tipo sanguineo? Observe que uma vez especificado a
probabilidade de um determinado tipo sanguineo, por exemplo, tipo A, nao haverd mais chances
de ele ter o tipo sanguineo B, logo a probabilidade de B ocorrer é 0. Assim, a condi¢do de ter
especificado o tipo sanguineo A alterou a probabilidade de especificar o tipo sanguineo B. Logo
estes eventos sao dependentes.

Podemos ainda expressar mais trés teoremas para complementar as afirmagoes feitas no
Exemplo 12.

Teorema 7. Se A e B sao eventos independentes no espago de probabilidade (Q, F, P), entao
a) A e B¢ também sao independentes;
b) A¢ e B também sao independentes;
c) A¢ e B¢ também sao independentes.

Demonstracao. Usando as seguintes equivaléncias:

P(A)=P(ANB)+ P(AN B°) (4.11)
P(A°) = P(A°N B) + P(A°N B°) (4.12)
P(B)=P(BNA)+ P(Bn A°) (4.13)
P(B) = P(B°N A) + P(B°nN A°) (4.14)

e a condigao de que P(AN B) = P(A)P(B) (independentes), entdo usando (4.11) temos
P(ANB®) = P(A) — P(A)P(B) (Independéncia)
= P(A[1 = P(B)] = P(A)P(B°),

o que prova o item (a). Usando (4.13) pelo mesmo raciocinio, provamos o item (b). Usando o
resultado do item (a), ja provado, e a condigao de independéncia na expressao (4.14), temos
P(A°N B°) = P(B°) — P(B°)P(A)
= P(BY)[L = P(A)] = P(B°)P(A%),

o que prova o item (c), concluindo assim, a prova do teorema. O

Definicao 10 (Eventos Disjuntos ou multuamente exclusivos). Sejam A e B, dois eventos
quaisquer de §), entao estes sao disjuntos ou mutuamente exclusivos quando nao existir ele-
mentos em comum entre A e B, isto é, AN B = ().

Teorema 8. Secjam dois eventos A e B em Q. Se ANB =), entao A°N B¢ # (), a menos que
A e B sejam particao do espag¢o amostral.
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Demonstracao. Considere AN B =0 e que

AUB=(ANB)U(ANB)U(A°NB)

= (ANB°)U(A°NB)
#Q  (Pelo fato de A e B nao serem partigao do espago amostral). (4.15)

Usando a Lei de Morgan A° N B¢ = (A U B)°, logo percebemos pela expressao (4.15) que
A°N B¢ # (), o que completa a prova. n

4.3 Lista de Exercicios

Questao 1.
Questao 2.
Questao 3.

Questao 4.

Questao 5.

Questao 6.

Questao 7.

Questao 8.

Defina o que é um experimento aleatério e exemplifique.
Defina o que é um espago amostral e exemplifique.
Defina o que é um evento aleatério e exemplifique.

Para cada um dos casos abaixo, escreva o espago amostral correspondente e conte
seus elementos.

a) Uma moeda é lancada duas vezes e observam-se as faces obtidas.

b) Um dado é langado duas vezes e a ocorréncia de face par ou impar é observado.

¢) Dois dados s@o langados simultaneamente e estamos interessados na soma das
faces observadas.

d) Em uma cidade, familias com 3 criangas sao selecionadas ao acaso, anotando-se

0 sexo de cada uma.

Uma Universidade tem 10 mil alunos dos quais 4 mil sao considerados esportistas.
Temos ainda que 500 alunos sao do curso de Administragao noturno, 700 de Cién-
cias contabeis noturno, 100 sao esportistas e da Administragao noturno e 200 sao
esportistas e da Ciéncias contédbeis noturno. Qual a probabilidade de:

a) Ser esportista.

b

)

) Ser esportista e aluno da Administragao.

c) Ser esportista ou aluno da Ciéncias contabeis.
)

d) Nao ser esportista nem aluno da Administragao.

Sejam A e B dois eventos em um dado espago amostral, tais que P(A) = 0,2,
P(B)=p, P(LAUB)=0,5¢ P(ANB) =0, 1. Determine o valor de p.

Se P(A) = 3; P(B) =1, e A ¢ B sdo multuamente exclusivos, calcular:

e) P(A°N B°).
Se P(A) = 3; P(B) =1 ¢ P(AN B) = 3. Calcule:
a) P(AUB).
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Questao 9.

Questao 10.

Questao 11.

Questao 12.

Questao 13.

Questao 14.

Questao 15.

Questao 16.

Questao 17.

b) P(A°U B).
c) P(A°N B°).

Dois dados sao lancados simultaneamente. Qual a probabilidade de:

a) a soma ser menor que 4.
b) a soma ser 9.
¢) o primeiro resultado ser maior que o segundo.

Qual a probabilidade de sair um rei ou uma carta de copas, quando retiramos uma
carta de um baralho?

As probabilidades de trés jogadores marcarem um pénalti sao respectivamente:
4 e L. Se cada um “cobrar” uma tnica vez, qual a probabilidade de:

wWro

Y

5 € 10

a) todos acertarem?

b) apenas um acertar?

¢) todos errarem?
Dois armarios guardam as bolas de voleibol e basquete. O armario 1 tem trés
bolas de voleibol e 1 de basquete, enquanto o armério 2 tem 3 de voleibol e 2 de
basquete. Escolhendo-se ao acaso um armario e, em seguida, uma de suas bolas,
calcule a probabilidade dela ser:

a) De voleibol, sabendo-se que o armario 1 foi escolhido.

b) De basquete, sabendo-se que o armario 2 foi escolhido.

c¢) De basquete.
Em certo colégio, 5% dos homens, 2% das mulheres tém mais do que 1,80m. Por
outro lado, 60% dos estudantes sao homens. Se um estudante ¢ selecionado aleato-

riamente e tem mais de 1,80m de altura, qual a probabilidade de que o estudante
seja mulher?

A probabilidade de uma mulher esta viva daqui a 30 anos é % e a de seu marido,
%. Calcular a probabilidade de:

a) apenas o homem esté vivo;

b) somente a mulher esta;

¢) ambos estarem vivos.
Verifique se as afirmacoes sao validas:

a) Se P(A) =1/3 e P(BJA) =3/5, entao A e B nao podem ser disjuntos.

b) Se P(A) =1/2e P(B|A) =1e P(A|B) = 1/2 entao A nao pode estar contido
em B.

Se P(AUB) =0,8, P(A) =0,5 e P(B) = z, determine o valor de z no caso de:

a) A e B serem multuamente exclusivos.

b) A e B serem independentes.

Se P(B) = 0,4, P(A) = 0,7e¢ P(AN B) =0, 3, calcule P(A|B°).
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Questao 18. O Sao Paulo Futebol Clube ganha com probabilidade 0,7 se chove e 0,8 se nao
chove. Em Dezembro, a probabilidade de chuva é de 0,3. O Sao Paulo ganhou uma
partida em Dezembro, qual a probabilidade de ter chovido nesse dia?

Questao 19. Trés maquinas A, B, e C produzem, respectivamente 30%, 50% e 20% do total de
pecas de uma fabrica. As porcentagens e pecas defeituosas nas respectivas maquinas
sao 3%, 5% e 2%. Uma peca ¢é sorteada ao acaso, e verifica-se que é defeituosa.
Qual a probabilidade de que a pecga tenha vindo da maquina B?

Questao 20. Numa certa populacao, a probabilidade de gostar de teatro é de 1/3, enquanto que
a de gostar de cinema é 1/2. Determine a probabilidade de gostar de teatro e nao
de cinema, nos seguintes casos:

a) Gostar de teatro e gostar de cinema sao eventos disjuntos.
b

)

) Gostar de teatro e gostar de cinema sao eventos independentes.
c¢) Todos que gostam de teatro gostam de cinema.
)
)

d) A probabilidade de gostar de teatro e de cinema ¢é de 1/8.

e) Dentre os que nao gostam de cinema, a probabilidade de nao gostar de teatro

¢ de 3/4.

Questao 21. A probabilidade de fechamento de cada relé do circuito apresentado a seguir é dada
por p. Se todos os relés funcionarem independentemente, qual seré a probabilidade
de que haja corrente entre os terminais L. e R?
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VARIAVEIS ALEATORIAS E DISTRIBUICAO DE
PROBABILIDADE

5.1 Introdugao

Definigao 11 (Variavel Aleatoria). Uma quantidade X, associada a cada possivel resultados
do espaco amostral, € denominada de varidvel aleatoria discreta se assume valores num con-
Junto enumerdvel, com certa probabilidade. Por outro lado, serd denominada varidvel aleatoria
continua se seu conjunto de wvalores for qualquer intervalo de nimeros reais, o que seria um
conjunto nao enumerdvel.

Para explicar o conceito de uma variavel aleatoria seré considerado o exemplo, no qual duas
variedades de uma espécie A (A, As) e trés de outra espécie B (By, By e Bs) sao disponibilizados
para uma pesquisa. Uma amostra de duas variedades (n = 2) é extraida. O espa¢o amostral
dos resultados desse experimento esta apresentado a seguir.

Q:{ (A1, A2) (A1, B1) (A1, B2) (A1, Bs) (Az,BO}
(A2, Ba) (Ag, Bs) (Bi,Ba) (Bi,Bs) (Ba,Bs)

Se for considerado o numero de variedades da espécie A na amostra sorteada, percebemos
que os valores encontrados sao: 0, 1 e 2. E possivel associar a esses valores alguns pontos do
espaco amostral €2, formando subconjuntos, quais sejam:

0 {(B1, B2) (B, B;) (B2, B3)}
1 { (A1, B1) (A1, By) (A1, Bs) }
(Az, By) EAz, 323 (Ag, Bs)

2 {(A1, Ay)}

Com essa associacao de numeros aos pontos de €2, espaco amostral, pretendemos definir
uma funcao sobre os elementos desse espaco. Essas fungoes dos pontos de {2 sao as variaveis
aleatorias, que na realidade, sao funcoes e nao variaveis.

Para o exemplo do experimento do sorteio das duas variedades, definindo-se X como sendo
a variavel aleatoria relativa a contagem de variedades da espécie A na amostra, verificamos
que podem ser assumidos pela variavel X: 2 = 0,1,2. E comum representar a variavel por X
(maitsculo) e os seus valores por z (mindsculo). Considerando ainda, que para esse exemplo
os pontos de {2 sao equiprovaveis, entao a probabilidade de X assumir um dados valor = sera
denotado por P(X = z), p(z) ou p; com i = 1,2, ..., sendo denominada também de fungao de
probabilidade de X.

A fungao (x,p(x)) é denominada de funcao de probabilidade da variavel aleatoria X. Para
um mesmo espaco amostral, é possivel associar outras variaveis aleatorias. No exemplo que
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estd sendo considerado, poderia se pensar em uma variavel aleatéria Y que representasse o
numero de variedade da espécie B. A funcao de probabilidade de X define a distribuigao de
probabilidade dessa variavel aleatoria.

Dessa forma, a distribuicao de probabilidade pode ser vista como uma correspondéncia que
associa as probabilidades aos valores de uma variavel aleatoria, que é funcao do espago amostral.

5.2 Variavel aleatoria discreta

5.2.1 Distribuicao de probabilidade

A fungao que atribui a cada valor da variavel aleatéria sua probabilidade é denominada de
funcao discreta de probabilidade, ou simplesmente distribuicao de probabilidade. Observe:

X‘J]l T2
pi | P P2

Uma distribuigao de probabilidade satisfaz as seguintes condigoes:
LO<p <1
2. Zi:l DPi = 1.

Retornando ao exemplo das variedades, podemos apresentar a distribuicao de probabilidade
da variavel X, numero de variedades da espécie A na amostra sorteada, n = 2. Cada ponto do
espaco amostral amostral foi considerado como equiprovével.

X: namero de variedades de A P(X = z): probabilidade

0 3/10
1 6,10
2 1/10

5.2.2  Funcao de distribui¢ao

A funcao de distribui¢ao ou fungao acumulada de probabilidade de uma variavel aleatoria X é
definida, para qualquer niimero real, pela seguinte expressao:

F(X)=P(X <z)= Y plz)) (5.1)

{jlzj<x}
Exemplo 13. Uma populacao de 1000 criancas foi analisada num estudo para determinar a
efetividade de uma vacina contra um tipo de alergia. No estudo, as criangas recebiam uma
dose de vacina e apds um més passavam por um novo teste. Caso ainda tivessem algum rea¢ao

alérgica, recebiam outra dose da vacina, Ao fim de 5 doses, todas as criangas foram consideradas
mmunizadas.

Os resultados completos estao na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Numero de frequéncias e doses recebidas.

Doses 1 2 3 4 5
Frequéncia | 245 | 288 | 256 | 145 | 66

Supondo que uma crianga é sorteada ao acaso dessa populagao qual a chance dela ter rece-
bido 2 doses? Utilizando a ideia de atribuir probabilidade através da frequéncia de ocorréncia,
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podemos imediatamente responder a questdao. A probabilidade desejada é de 288/1000=0,288.
Podemos assim obter a funcao de probabilidade para a variavel aleatoria ntmero de doses
recebidas.

Doses 1 2 3 4 5)
i 0,245 0,288 0,256 0,145 0,066

Q
"
fﬂ._
(=)
o
f\!_
~ <
Il
=
o n
c
o
c
i
| |
1 2 3 4 5

Doses

Figura 5.1: Gréfico da distribuicao de probabilidade.

Suponha agora que desejamos calcular a probabilidade de uma crianga ter recebido até duas
vacinas. O que precisamos obter é a funcao de distribuicao no ponto 2, ou seja, calculamos a
probabilidade acumulada de ocorréncia de valores menores ou iguais a 2. Assim,

F(2)=P(X <2)=P(X =1)+ P(X =2) =0,533.

Note que, tendo em vista que a variavel s6 assume valores inteiros, esse valor fica inalterado
no intervalo [2,3). Isto é, F(2,3), F(2,45) ou F(2,99) tém todos o mesmo valor acima. Por
essa razao escrevemos:

F(X)=P(X <x)=0,533, para 2 <z <3.
Os valores completos da funcao de distribuicao sao os seguintes:

(0, se x < 1;
0,245, se 1<z <2;
0,533, se 2<x < 3;
0,789, se 3 <z <4
0,934, se 4<uz<5b;
1, se = > 5.
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1.0

F(x)
04

0.2

-

Doses

Figura 5.2: Gréfico da fungao de distribuicao.

5.3 Variavel aleatoria continua

Dizemos que f(z) é uma fungao continua de probabilidade ou fun¢ao densidade de probabili-
dade, uma variavel aleatoéria continua X, que satisfaz duas condicoes:

1. f(z) >0, para todo x € (—00,0);
2. A érea definida por f(z) é igual a 1.

Com o auxilio do calculo diferencial e integral, podemos caracterizar a condi¢ao 2 por meio

de N
/ =1,

Da mesma forma, para calcular probabilidade, temos que a < b,

Pla<z<b) = / f(z)dz.

A integral acima indica a area sob a func¢ao f definida pelo intervalo [a, b]. Note que, pela
forma como atribuimos as probabilidade no caso continuo, teremos area zero sob qualquer valor
individual, isto ¢, P(X = z}.), para qualquer k. Portanto, em se tratando de variaveis aleatorias
continuas, a probabilidade de ocorréncia de um valor isolado é sempre zero e, consequentemente,
as probabilidade calculadas sobre os intervalos [a, b], [a,b), (a,b] e (a,b) s@o os mesmos para
quaisquer valores de a e b.

Exemplo 14. Verifica se f(x) = ﬁe”/wg é uma densidade de probabilidade para x > 0. A

varidvel aleatoria X representa o tempo de vida de uma espécie vegetal arborea dada em anos.

i) f(z) >0, pois e ®12 >0 V x>0, e 1/128 é uma constante sempre positiva.

ii) Verificar se/ flz)de = 1.
0
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Inicialmente vamos relembrar a derivada de uma funcao h(z) = e=™*:

h'(z) = —me ™,

integrando em ambos os lados, temos:

/h'(x)da: = /—me_mxdx,

h(z) = —m/emxdx,
o) _ [ o,

—m

como h(x) = e ™" entdo,

/e‘mmdx S +c. (5.2)

m

Assim, se considerarmos m = 1/128, entdo comegamos a prova do item (ii).

* 1, T[>
—ewdr = — [ e
/0‘ 1286 128 €T 128 ; e 128 x’

idéentica a eq.(5.2)

1 |:_e—(1/128)a::| o0
. )

128 1/128
1 —e—(1/128)x0
= — 00— —
128[ ( 1/128 )}
1
= — [128¢°
g [128¢"]
1
= — x128x1=1.
128

Portanto, f(z) é uma fungao densidade.

Exemplo 15. Seja
1/6x+k, se0<z<3
s =4 o

0, em qualquer outro caso.
Encontrar o valor de “k"na fun¢do para que f(x) seja uma densidade de probabilidade (f.d.p.).

Para encontrar o valor de k, entao

/3(1/6x + k)dz = 1.

Assim,
3 22 3
/ (1/6x + k)dx = {1/6— +mk}
0 2 0
2

= 1/6% + 3k (5.3)

Igualando (5.3) a 1, temos:
2

1/6%+3k: 1= k=1/12.

Portanto, f(z) =1/6z + 1/12 é uma f.d.p..
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5.3.1 Funcao de distribui¢ao

A funcao de distribuicao ou fun¢ao acumulada de uma variavel aleatéria continua de X é
definida para qualquer ntimero real x, pela seguinte expressao

F(z) = /x f(z)dz. (5.4)

5.3.1.1 Propriedades
i) F(—o0) = lim F(z)=0e F(o0) = lim F(z) =1,

T——00 T—00
ii) Sea < b= F(a) < F(b);

iii) F(x) é continua a direita, lim F(z) = F(a)
r—a

Essas propriedades podem ser melhor observadas pela Figura 5.3,

F(x)
0.6 0.8 1.0
1 |

0.4
|

0.2
!

0.0
1

Figura 5.3: Gréfico da fungao de distribuicao.

5.3.1.2 Relagao entre f(x) e F(z)
i) Se f(x) é conhecido, entao F(x) = [*_ f(z)dx

ii) Se F(z) é conhecido, entdo f(z) = L F(z) Yz em que a derivada exista.

Essa relacao vale também para as varidveis aleatérias discretas, em que no lugar da integral,
usa-se 0 somatorio.
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5.4 Medidas de posicao e dispersao

5.4.1 Esperanca matemdtica

Esperanca matemaética, valor esperado ou média da variavel X e dado pela expressao,

ElX] = Z%‘p(%‘), (5.5)
i=1
para o caso das v.a. discretas, e

E[X] = /00 xf(z)de, (5.6)

[e.e]

para o caso das v.a. continuas.

5.4.1.1 Propriedades

) E
i) E[kX]=kE[X];
i) E[X +£Y]= E[X]+ E[Y];
iv) E[X + k] = E[X] + k;
v) E[XY] = E[X]E[Y] se X e Y forem independentes.

5.4.2 Mediana
A mediana é o valor que satisfaz a seguinte expressao
P(X > Md)=P(X < Md) = 0,50, (5.7)

isto é, existe igual probabilidade de ocorréncia de valores acima e abaixo da mediana. Em
algumas situacoes, a igualdade é satisfeita por qualquer valor num certo intervalo e, nesse caso,
tomamos a mediana como ponto médio de intervalo.

59.4.3 Moda

A moda é o valor (ou valores) da variavel aleatoria que tem maior probabilidade de ocorréncia,
representando-a por Mo, temos

P(X = Mo) = max(p1,p2,---,Pn)- (5.8)
Exemplo 16. Considere a v.a. X com a sequinte func¢ao discreta de probabilidade.

x| -5 10 15 20
p(x) | 0,3 02 04 0.1

Entao,
E[X] = ap(x;) = (—5) x 0,3+ 10 x 0,2+ ... +20 x 0,1 = 8,5 unid..
i=1

A moda é o valor com maior probabilidade e, portanto segue imediatamente que Mo = 15 unid..
Por outro lado, a mediana poderé ser qualquer ntimero entre 10 e 15, pois,

P(X <10) = P(X > 15) = 0,50.

Por conveniéncia adotada, tomamos Md = 15unid. (ponto médio do intervalo).
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5.4.4  Varidancia e desvio padrao

Seja uma v.a. X com P(X; = x;) = p.(x;), i = 1,2,...,n e média u. A varidncia de X é a
ponderagao pelos respectivas probabilidade, dos desvios relativos a média elevados ao quadrado,
isto é,
n
Var(X) =Y (zi — p)’pl:). (5.9)
i=1
Extraindo-se a raiz quadrada da variancia, obtemos o desvio padrao que é representado por

DP(X), dado pela expressao

DP(X) = \/Var(X). (5.10)
Se considerarmos o valor esperado da fungao ¢(.) da variavel aleatoria X, denotado E[g(x)],
definido por:

Elg(x)) = Zg(xi)p(xi),

para o caso discreto, e

Elg(a)) = / " 9(0)f(@)de,

o
para o caso continuo.
Entao, para g(z) = z, temos

Elg()] Z rip(z;) = B[X] = g,

para o caso discreto, e

para o caso continuo.
Para o caso g(x) = (x — p)?, temos

oo

Elg(x)] = El(z — px )] / (x — ux)* f(a)dz = Var(X), (5.11)

—00
para o caso continuo, e

n

Elg(x)] = El(x — nx)*l = ) (s — ux)*p(;) = Var(X),

i=1
como visto pela equagao (5.9).
Portanto, podemos redefinir a variancia como E[(X — ux)?]. Como ux = E[X], entao

(
Var(X) = E[(X — E[X])?]

[
= E|
= FE[X? - 2E[X]E[X] + E?[X],
= E[X?] - E*[X]. (5.12)

5.4.4.1 Propriedades
i) Var(k) =0, sendo k uma constante;
) Var(kX) = k*Var(X);
iii) Var(k+ X) =Var(X);
iv) Var(X £Y) =Var(X) £ Var(Y) se X e Y forem independentes.

i
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DISTRIBUICOES ESPECIAIS DE
PROBABILIDADE

O estudo das distribuigoes especiais abrange as principais distribui¢oes discretas (Binomial
e Poisson), continuas (Normal), bem como as distribuigoes amostrais (Qui-quadrado e t de
Student). Essas distribuigdes s@o de tal importéncia, pois grande parte das variaveis podem
ser modeladas ou derivadas por meio delas.

6.1 Distribuicao Bernoulli

A variavel aleatoria discreta X é definida ter distribuicao Bernoulli se a distribuicao de proba-
bilidade de X de parametro p, é definida por

[ pr"@=p*t ", paraz=0oul,
PX =2)= { 0, caso contrario (6.1)

em que p satisfaz 0 < p < 1.

Em outras palavras, define-se uma v.a. X que assume dois possiveis resultados: o valor 1,
se ocorrer o evento desejado (sucesso); e o valor 0, se ocorrer o valor nao desejado (fracasso).
Definindo-se ainda, p como sendo a probabilidade de ocorrer o sucesso, e ¢ = (1 — p), a
probabilidade de ocorrer o fracasso, tem distribui¢ao de probabilidade Bernoulli.

Graficamente, temos:

e (1-p)

P(X=x)

v

X

Figura 6.1: Funcao de probabilidade da distribuigao Bernoulli com parametro p.
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6.1.1 Validando a distribuicdo de probabilidade
i) Mostrar que P(X = z) > 0;
ii) Mostrar que >  P(X =z) =1.

Prova:

i) Como os valores de z =0 oule 0 <p<1,entao p”(1 —p)=* > 0;
i) S0y P(X =) = P(X =0)+ P(X = 1) = (1—p) +p—1.

Exemplo 17. Uma urna contém 30 bolas brancas e 20 verdes. Retira-se uma bola dessa urna.
Seja X : niumero de bolas verdes, determine P(x).

Solugao:

X :{ 0=a=30/50=3/5" . px_ 2y = (2/5)(3/5)"".

1= p=20/50 =2/5,

6.1.2 FEsperanca, Variancia e Desvio Padrao

Sendo a esperanca definida por:

e considerando o experimento da v.a. X com distribuicao Bernoulli, em que x = 1, sucesso
para o experimento com probabilidade p e x = 0, o fracasso, com probabilidade (1 — p), entao
a esperanga sera,

EX]=1xp+0x(1—-p)=p, (6.2)
e a variancia sendo Var(X) = E[X?| — E?[X], entao,

EX=12xp+0°x(1—p)=p

e
E?[X] = p?,
portanto,
Var(X) =p—p* =p(l —p) = pq. (6.3)
O desvio padrao é dado por:
DP(X) = +/pq. (6.4)

6.2 Distribuicao Binomial

Considere a repeticao de n ensaios de Bernoulli independentes e todos com a mesma probabili-
dade de sucesso p. A v.a. que conta o nimero total de sucessos tem distribuicao Binomial com
parametros n e p, definida por:

P X =z]|=Cp"1—p)"", x=0,1,2,..., (6.5)
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com (7 representando o coeficiente binomial calculado por

on n!

T gl(n —2)!

A esperanca de X com distribui¢ao binomial com parametros p e n, entao

E[X] = np
A variancia de X é
Var(X) = =np(l—p). (6.6)
O desvio padrao é dado por:
DP(X) = /np(1—p). (6.7)

6.2.1 Caracteristicas

1. Uma distribui¢ao binomial fica caracterizada pelos parametros n e p.

2. Se n for pequeno, os calculos serao relativamente faceis. Contudo, se n for relativa-
mente grande, os calculos tornam-se cansativos. felizmente, dispomos de calculadoras,
algoritmos computacionais, e também poderemos aproximar a distribuicao binomial pela
distribuicao de poisson.

3. Para qualquer n, a distribuicao sera simétrica, se p = ¢ = 0, 5, sera assimétrica a direita,

se p > ¢, e assimétrica a esquerda, se p < q.

6.3 Distribuicao de Poisson

Uma variavel aleatoria X tem distribuicao de Poisson com parametro A > 0 se sua distribuicao
de probabilidade é dada por:
e AN

P(X =2)= U r=0,1,2,... (6.8)

Com o parametro A\ sendo usualmente requerido como a taxa de ocorréncia. O modelo tem
sido muito utilizado em experimentos fisicos e biologicos. Nesses casos, A é a frequéncia média
ou esperada de ocorréncias num determinado intervalo de tempo.

A esperanca matematica de X é

A variancia de X é

o desvio padrao é dado por
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6.4 Relagao entre Binomial e Poisson

Seja X ~ Binom(n,p), vamos discutir as condigoes de aproximagao com distribui¢ao de Pois-
SOn.
Temos

P(X =z) = (Z)pm(l—p)"“’”,

n!
= " 51—
x!(n—x)!p( P

)’Vl—ilf
)

sendo n!/[z!(n — 2)!] = (n), = n(n—1)...(n — z + 1), e definindo A = np, entio
== () 00

Observando que (1— )" = (1= 2)" (1 = )™ temos

HONCONIDN

S COICHNR

B (SOICHE

Considerando agora que a probabilidade p seja de tal modo pequena, quando n se aproxima
do infinito, A passa a ser considerado como aproximadamente constante.

3
>
I

2,
I

Na aplicacao do limite observe que

lim (1—5) T O

n—00 n n—oo N

e por um resultado classico de limite, segue também que
)\ n
lim <1 — —> =e
n—o00 n

T,—A
lim P(X:x):)\e

Nestes termos:

, (6.11)

que corresponde a funcao de probabilidade Poisson.

6.5 Distribuicao Normal

Dizemos que uma v.a. continua X tem distribuicdo normal com parametros p e o2 se sua

funcao densidade é dada por:
1

flz) = e77 o, para —o0o << 00 (6.12)
oV2m

Algumas propriedade da densidade da normal podem ser facilmente observadas de seu gra-
fico:
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f(x)
0.2

0.1
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Figura 6.2: Func¢ao densidade da distribuicao normal.

i) f(z) é simétrica em relagao a ;
ii) f(z) — 0 quando x — £o0;

iii) o valor maximo de z se dar para x = .

A esperanca de X é dada por:

ElX] = u (6.13)
A variancia é dada por:
Var(X) = o°
O desvio padrao é dado por:
DP(X)=Vo? =o0. (6.14)

6.5.1 Normal padrao

Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicio normal com média j e variancia 0. Entao,

7 = : (6.15)

tem distribuicao normal com média igual a zero e variancia igual a um, ou seja,

X — 1 EX| - —
o o o o
) X Var[X Var[X] o?
Var|Z] = Var { _M] = arlX = p = ar2[ | = 0—2 = 1.
o o o o

A distribuicao da variavel aleatoria Z é conhecida como normal padrao.



76

DISTRIBUICOES ESPECIAIS DE PROBABILIDADE

Tabela da distribuicao normal padrao
Ben Déivide — DEFIM /UFSJ

04

o Po<zz0)=0 /\

fiz)
02 0.3
! 1

Z
(=)ee+)

Z

0

0,01 002 003 004 005 006 007 0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2.8
2,9
3,0

3,2
3,3
3.4
3,5

3,7
3.8
3,9

0,00000
0,03983
0,07926
0,11791
0,15542
0,19146
0,22575
0,25804
0,28814
0,31594
0,34134
0,36433
0,38493
0,40320
0,41924
0,43319
0,44520
0,45543
0,46407
0,47128
0,47725
0,48214
0,48610
0,48928
0,49180
0,49379
0,49534
0,49653
0,49744
0,49813
0,49865
0,49903
0,49931
0,49952
0,49966
0,49977
0,49984
0,49989
0,49993
0,49995

0,00399 0,00798 0,01197 0,01595 0,01994 0,02392 0,02790 0,03188
0,04380 0,04776 0,05172 0,05567 0,05962 0,06356 0,06749 0,07142
0,08317 0,08706 0,09095 0,09483 0,09871 0,10257 0,10642 0,11026
0,12172 0,12552 0,12930 0,13307 0,13683 0,14058 0,14431 0,14803
0,15910 0,16276 0,16640 0,17003 0,17364 0,17724 0,18082 0,18439
0,19497 0,19847 0,20194 0,20540 0,20884 0,21226 0,21566 0,21904
0,22907 0,23237 0,23565 0,23801 0,24215 0,24537 0,24857 0,25175
0,26115 0,26424 0,26730 0,27035 0,27337 0,27637 0,27935 0,28230
0,29103 0,29389 0,29673 0,29955 0,30234 0,30511 0,30785 0,31057
0,31859 0,32121 0,32381 0,32639 0,32894 0,33147 0,33398 0,33646
0,34375 0,34614 0,34849 0,35083 0,35314 0,35543 0,35769 0,35993
0,36650 0,36864 0,37076 0,37286 0,37493 0,37698 0,37900 0,38100
0,38686 0,38877 0,39065 0,39251 0,39435 0,39617 0,39796 0,39973
0,40490 0,40658 0,40824 0,40988 0,41149 0,41309 0,41466 0,41621
0,42073 0,42220 0,42364 0,42507 0,42647 0,42785 0,42922 0,43056
0,43448 0,43574 0,43699 0,43822 0,43943 0,44062 0,44179 0,44295
0,44630 0,44738 0,44845 0,44950 0,45053 0,45154 0,45254 0,45352
0,45637 0,45728 0,45818 0,45907 0,45994 0,46080 0,46164 0,46246
0,46485 0,46562 0,46638 0,46712 0,46784 0,46856 0,46926 0,46995
0,47193 0,47257 0,47320 0,47381 0,47441 0,47500 0,47558 0,47615
0,47778 0,47831 0,47882 0,47932 0,47982 0,48030 0,48077 0,48124
0,48257 0,48300 0,48341 0,48382 0,48422 0,48461 0,48500 0,48537
0,48645 0,48679 0,48713 0,48745 0,48778 0,48809 0,48840 0,48870
0,48956 0,48983 0,49010 0,49036 0,49061 0,49086 0,49111 0,49134
0,49202 0,49224 0,49245 0,49266 0,49286 0,49305 0,49324 0,49343
0,49396 0,49413 0,49430 0,49446 0,49461 0,49477 0,49492 0,49506
0,49547 0,49560 0,49573 0,49585 0,49598 0,49609 0,49621 0,49632
0,49664 0,49674 0,49683 0,49693 0,49702 0,49711 0,49720 0,49728
0,49752 0,49760 0,49767 0,49774 0,49781 0,49788 0,49795 0,49801
0,49819 0,49825 0,49831 0,49836 0,49841 0,49846 0,49851 0,49856
0,49869 0,49874 0,49878 0,49882 0,49886 0,49889 0,49893 0,49896
0,49906 0,49910 0,49913 0,49916 0,49918 0,49921 0,49924 0,49926
0,49934 0,49936 0,49938 0,49940 0,49942 0,49944 0,49946 0,49948
0,49953 0,49955 0,49957 0,49958 0,49960 0,49961 0,49962 0,49964
0,49968 0,49969 0,49970 0,49971 0,49972 0,49973 0,49974 0,49975
0,49978 0,49978 0,49979 0,49980 0,49981 0,49981 0,49982 0,49983
0,49985 0,49985 0,49986 0,49986 0,49987 0,49987 0,49988 0,49988
0,49990 0,49990 0,49990 0,49991 0,49991 0,49992 0,49992 0,49992
0,49993 0,49993 0,49994 0,49994 0,49994 0,49994 0,49995 0,49995
0,49995 0,49996 0,49996 0,49996 0,49996 0,49996 0,49996 0,49997

0,03536
0,07535
0,11409
0,15173
0,18793
0,22240
0,25490
0,28524
0,31327
0,33891
0,36214
0,38298
0,40147
0,41774
0,43189
0,44408
0,45449
0,46327
0,47062
0,47670
0,48169
0,48574
0,48899
0,49158
0,49361
0,49520
0,49643
0,49736
0,49807
0,49861
0,49900
0,49929
0,49950
0,49965
0,49976
0,49983
0,49989
0,49992
0,49995
0,49997
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6.5.2 Ezercicios Propostos

Questao 1. Defina variavel aleatoria (V.A.), variavel aleatoria discreta (V.A.D.), variavel alea-
toria continua (V.A.C.) e descreva diversos exemplos na sua area de estudo.

Questao 2. Suponha que 2% dos itens produzidos por uma fabrica sejam defeituosos. Encontre
a probabilidade P de existirem 3 defeituosos em uma amostra de 100.

Questao 3. Usando a curva normal padronizada, determinar as &reas subtendidas entre os va-
lores abaixo, com representagao grafica.

a) 0,35 e 0,0;
b) 0,0 e 1,52;
c) -0,34 e 1,9;
d) a direita de -1,91;

e) a esquerda de 1,13;
f) & esquerda de -2,13.

Questao 4. Dada uma distribui¢cao normal com p = 40 e 0 = 6, calcular:

a) P(X <33);
P(X > 29);

P(39 < X < 45);

o

C

o,

e) Ponto que tem 5% de area acima;

)
)
)
) Ponto que tem 58% de area acima dele;
)
f)

P(Z >0).

Questao 5. Em um exame vestibular de matemética as notas distribuiram-se normalmente
com média 6 o desvio padrao 1,5. Calcular o niimero de aprovados entre os 120
candidatos, sabendo-se que a nota minima de aprovacao é 5.

Questao 6. Uma maquina de empacotar determinado produto apresenta variacao de peso com
desvio padrao de 20g. Em quanto deve ser regulado o peso médio do pacote para
que apenas 10% tenham menos de 400g. Super distribui¢ao normal dos pesos dos
pacotes.

Questao 7. Na 1* prova de Estatistica a média foi 4,5 e o desvio padrao 2,3. Considerando o
método cientifico de aprovagao:

Conceito A: nota média > u + o;

Conceito B: p < média < p + o;

Conceito C: pp — o < média < p + o;

e Conceito C: p — o < média;

a) Quantos alunos receberam cada um dos conceitos?

b

C

)
) Quantos alunos foram aprovados (Conceito A, B e C);

) Quantos alunos foram aprovados com distingao (média > p + 20);

d) Considere o método comum de aprovacao (X > 5,0), quantos foram reprova-
dos.
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OBSERVACAO: 100 alunos fizeram essa prova.

Questao 8. Ao investir num determinado negocio, um cidadao pode ter um lucro anual de US$
60.000 com probabilidade 0,3 ou tomar um prejuizo de US$ 20.000 com probabili-
dade 0,7. Qual é a sua esperanca matematica?
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AMOSTRAGEM

A amostragem ilizada no nosso dia a dia inconscientemente. Quando preparamos uma refei e
vamos prova antes de servi-la, estamos na realidade fazendo uma amostragem, ao passo que
a refei representa o todo (popula) e a parte retirada para provar se a refei estava pronta para
servi-la mostra. Dessa forma, queremos, por meio de uma amostra, saber algumas caractericas
(partro) sobre a popula. As medidas obtidas da amostra, com as quais nos indicam alguma ca-
racterica da popula, chamamos de estimador. Com base nisso, para obtermos bons estimadores,
precisamos garantir antecipadamente que a amostra coletada da popula represente a popula,
de modo a preservar as caractericas relevantes da popula.

Definigao 12 (Popula). O conjunto de elementos (unidades) para os quais desejamos que as
concluses de pesquisa sejam vdas, com a restri de que esses elementos possam ser observados ou
mensurados sob as mesmas condis amado de popula, universo ou popula objetivo. O tamanho
da popula serpresentado por N.

A popula pode ser formada por pessoa, famas, estabelecimentos industriais, ou qualquer tipo
de elementos, dependendo basicamente dos objetivos da pesquisa. Podemos dizer ainda que
uma popula pode ser finita ou infinita. Uma popula nita quando se consegue enumerar todos
os elementos que a formam. Refere-se a um universo limitado em uma dada unidade de tempo.
Como exemplo podemos dizer que a quantidade de automs produzidos em um m a popula de
uma cidade, o nmero de alunos de uma sala de aula sxemplos de popula finita. Uma popula ta
infinita quando nodemos enumerar todos os elementos. Refere-se a um universo nelimitado. Os
resultados (cara ou coroa) obtidos em sucessivos lances de uma moeda, o conjunto dos nmeros
inteiros, reais ou naturais sxemplos de popula infinita.

Definigao 13 (Elemento, unidade ou unidade elementar). Indivo ou objeto a ser medido ou
observado na pesquisa, do qual ntidade portadora de informas que pretende-se coletar amado

de unidade elementar (UE).
Um outro tipo de elemento da popula nidade amostral.

Definigao 14 (Unidade amostral). Um conjunto formado por uma unidade elementar ou vas
unidades elementares do qual seja de interesse para pesquisa amada de unidade amostral (UA).

Exemplo 18. Uma unidade amostral pode ser os conclomerados pelo mdo de amostragem
por conglomerados. Fxemplos de conglomerados s quarteres, ruas, departamentos, prateleiras,
caixas, lotes de produtos, etc..

O interesse na pesquisa est determinar caractericas da popula relevantes para o estudo.
Definimos,

79
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Definigao 15 (Partro). Qualquer caracterica atribu a popula amada de partro.

Exemplo 19. Numa pesquisa epidemiola, a popula pode ser definida como todas as pessoas
(unidade elementar) da regim estudo, no momento da pesquisa. Um partro de interesse pode
ser a porcentagem de pessoas contaminadas.

Como nem sempre ssl coletar informas de todas as unidades elementares da popula, faz-
se necesso retirarmos informas sobre uma parte da popula acessl, e assim, por meio destas
informas, consigamos obter informas sobre o partro de interesse na pesquisa.

Definigao 16 (Amostragem). O mecanismo (tica) que consistem em selecionar parte de uma
popula para observar, de modo que seja possl preservar as principais informas sobre toda a
popula.

A parte da popula chamamos de amostra.

Definigao 17 (Amostra). Qualquer subconjunto da popula obtido por meio de um processo de
sele adequado amado de amostra. O tamanho da amostra serpresentado por n.

Dizemos que quando uma amostra preserva as principais caractericas de uma popula, diz-se
que esta a amostra representativa. Quais pro n estiver de /N mais representativo serta amostra
de tamanho n.

As informas obtidas por meio de uma amostra shamadas de estaticas. Quando uma estatica
estima um partro da popula, temos um estimador.

Definicao 18 (Estimador). Um estimador a medida, fun da amostra (estatica) que represen-
tarartro desconhecido da popula.

Exemplo 20. Uma pesquisa deseja saber a altura dos estudantes de uma determinada univer-
sidade. Se usarmos uma medida de tendia central para representar a altura dos estudantes,
poderos escolher a ma. Logo, um partro para a popula amapopulacional.Geralmentep ou qual-
quer outro partro sconhecido, entomo estimador para j podemos considerar X, a ma amostral.
Observe que este estimador n da amostra. Dizemos que o resultado de um estimador stimativa.

A estima nada mais que criarmos mecanismos para estrapolar as medidas amostrais para
que estas possam representar os partros desconhecidos. Como o estimador n da amostra, se esta
n representativa, com certeza estaremos comentendo algum erro em afirmar que esse estimador
poderia representar o partro desconhecido. Damportia de obtermos metodologias para coletar
amostras representativas da popula.

Defini¢ao 19 (Erro amostral). O erro amostral iferenntre a estimativa e o partro que se quer
estimar-.

Esse erro reflete a tendia da amostra. Querendo ou n o fato de jmarmos decisom base em
uma amostra, jtamos cometendo erro. Contudo, o que a estatica tenta mostrar, por meio da
amostragem, e podemos tomar concluses com base em uma amostra sobre a popula de modo
a cometer o mmo de erro amostral possl. Assim, dizemos que o objetivo da pesquisa amostral
sernhecer caractericas sobre a popula, pesquisando (estudando) a amostra, de modo a cometer
o mmo de erro amostral possl.

Se a pesquisa envolve a observa de todas as unidades da popula, o mdo de pesquisa nominado
censo ou pesquisa exaustiva. Se nduzida sobre uma amostra da popula, o mdo de pesquisa
nominado levantamento por amostragem. O censo somente licl na situa que a popula seja
finita e suas unidades sejam identificis e disponis para a coleta da amostra. Por essa raz o
levantamento por amostragem ito mais frequentemente utilizado. Por que fazer amostragem
a0 inve um censo?
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e Vantagens: Pesquisa por amostragem em rela ao censo:

— ais barata;
— ais rda;

— ais fl de ser controlada por envolver operas menores.
e Desvantagens: Pesquisa por amostragem em rela ao censo:

— O censo pode ser mais vantajoso quando a popula quena e/ou as informas se fl obten;
— Os resultados da pesquisa por amostragem contrros amostrais;

— Se a popula for muito heteroga o erro pode ser muito grande, dependendo do mdo
de amostragem que seja utilizado.

Numa fase inicial dos levantamentos amostrais cesso formular o problema e aventar hipes
sobre o0 objeto de estudo ou expectativas sobre os possis resultados. Ainda nessa fase inicial, o
investigador deve definir a popula de estudo, parte identificl e acessl da popula objeto, os
objetivos e as variis observadas. Numa segunda etapa alizado o planejamento, elaborado o
plano de amostragem ou determinando o caminho a ser percorrido para atingir os objetivos
propostos. O plano de amostragem devem ter bem definidos:

1. Unidade amostral: indivos ou grupos de indivos (conglomerados);
2. Sistema de referia: lista completa das unidades amostrais;
3. Tamanho da popula (N), finido pelo nmero de indivos da popula objetivo;

4. Tamanho da amostra (n), definido pelo nmero de indivos selecionados na amostra, tal
que n < N.

Os planos ou mdos de amostragem podem ser classificados em amostragem probabilica e
amostragem nrobabilica. Dizemos que se um mdo de amostragem jetivo e estabelece uma pro-
babilidade conhecida a cada unidade da popula objetivo ser inclu na amostra, esse nominado
amostragem probabilica ou amostragem aleat; caso contro, nominado nrobabilica ou amostra-
gem nleat. Os principais esquemas amostrais podem ser observados na Figura 7.1.

Nas aulas em sala explanamos sobre os mdos de amostragem probabilica. Iremos falar sobre
os mdos de amostragem nprobabilica.

O primeiro mdo amostragem a esmo. Imagine uma caixa com 1.000 parafusos. A enumera
destes parafusos ficaria muito difl, e a amostragem aleat simples se tornaria invil. Ent em situas
deste tipo, supondo que a popula de parafusos seja homoga, escolhemos a esmo a quantidade
relativa ao tamanho a amostra. Quanto mais homoga for a popula, mais podemos supor a
equivalia com uma amostragem simples ao acaso. Desta forma, os parafusos escolhidos para
compor a amostra de um determinado tamanho sem nenhuma norma ou a esmo. Por isso, do
nome ao mdo de amostragem.

Outro mdo amostragem intencional que corresponde ela em que o amostrador deliberada-
mente escolhe certos elementos para pertencer ostra, por julgar tais elementos bem representa-
tivos da popula. Um exemplo deste tipo de amostragem corresponde tua em que deseja saber
a aceita em rela a uma nova marca de um determinado produto a ser inserida no mercado de
uma cidade. Somente entrarara compor a amostra pessoas que fa uso do produto e que tenham
condis financeiras de comprar esta nova marca (classe social de maior poder aquisitivo).

O ltimo mdo falado amostragem por cotas. Nesse tipo de amostragem, a popula vidida em
grupos, e seleciona-se uma cota proporcional ao tamanho de cada grupo. Entretanto, dentro de
cada grupo n feito sorteio,e sim os elementos srocurados ate a cota de cada grupo seja cumprida.
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[ Amostragem Probabilistica ]

[Aleatéria SimpIesJ [ Sistemdtica J [ Estratificada J [ ConglomeradosJ

[ Amostragem ndo probabilistica ]

o ) (oo ) [ ]

Figura 7.1: Mdos de amostragem probabilica e nprobabilica.

Em pesquisas eleitorais, a divise uma popula em grupos (considerando, por exemplo, o sexo, o
nl de escolaridade, a faixa eta e a renda) pode servir de base para a defini dos grupos, partindo
da suposi de que estas variis definem grupos com comportamentos diferenciados no processo
eleitoral.
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