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Capitulo 1

Fundamentos

1.1 Paradigma da Estatistica Classica

O principal objetivo da estatistica continua a se reformular do seguinte modo: determinar que gene-
ralizacao sobre a populacao pode ser feita a partir da amostra que foi recolhida.

Um aspecto importante da influéncia classica consiste em observar a variabilidade que se verifica
de amostra para amostra. Assim, os procedimentos classicos sdo julgados a luz de repetigées de
amostragem.

Uma das faces do principio reside principalmente na interpretacao frequentista de probabili-
dade, isto é, na utilizagdo de frequéncias como medida de incerteza. A outra face reside na avaliacao
dos procedimentos estatisticos em torno da frequéncia com que produzem respostas corretas ou bons
resultados.

1.2 Paradigma Bayesiano

No que toca propriamente as ideias bayesianas e a sua aplicacao a estatistica, tem de citar Harold
Jeffreys que conseguiu resurgir o Bayesianismo em 1939, dando-lhes status logico e avancado com
solucao de problemas estatisticos que naquele tempo persistiam sem solugio.

O teorema de Bayes é uma proposicao sobre probabilidades condicionadas indiscutivel desde que
se aceite as leis de probabilidade ou o axioma de Kolmogorov. O que tem dado lugar a grande
controvérsia é a sua interpretacdo e a sua aplicagdo a problemas de inferéncia estatistica.

“Toda a analise Bayesiana esta centrada no teorema de Bayes”.

Considere uma partigao finita de um espago de resultados de Q (Espago amostral).
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Ay, As, . Ay,
P(4;)>0, i=12...,n
ANAj #0Y i

U4 =0

Dado um certo acontecimento B qualquer, com
P(B) > 0, é facil verificar que

B=|]J(AinB)

Portanto, da defini¢do de probabilidade condicio-
nada e a aditividade da funcio de probabilidade, Figura 1.1: Parti¢ao do espago amostral (k=n).

temos
P(B)=3% P(AiNB) =  P(B|A)P(4),

ouainda = » P(A4;|B)P(B).

Entao,
P(A; N B) = P(B|4;)P(4;) = P(4i|B)P(B), (L.1)
= puap) = CEROEE.
__P(BlA)P(Ai) .
= S P(BIA)P(A) (Férmula de Bayes)
Interpretagao:

1. Considere os A; como antecedentes, causas ou hipdteses a que o investigador atribua graus
de credibilidade (caso discreto) ou fungao densidade de probabilidade (caso continuo) a priori
P(A;) de natureza SUBJETIVA. Nota-se que a determinagéo e a interpretacao da distribuicao
a priori sdo entre os pontos mais melindrosos e controversos da teoria bayesiana e constituem
um dos principais obstaculos & respectiva implementacao.

2. Depois da informacao adicional que consiste em saber que o acontecimento B se realizou, o
investigador revé suas probabilidades a priori através da férmula de Bayes e passa a atribuir
aos A; as probabilidades a posteriori P(A;|B),i=1,2,...,n.

O teorema de Bayes é um dos poucos resultados da matematica que se propde caracterizar a aprendi-
zagem com a experiéncia, isto é, modificacdo de atitude inicial em relagao aos “antecedentes” depois
de ter a informagcéo adicional de que certo acontecimento ou acontecimentos se realizaram.

“0O teorema de Bayes pode ser visto como uma atualizagao da opiniao”.

1.3 Principal diferenca entre a inferéncia classica e Bayesiana

No modelo classico o parametro § a ser estimado ¢é fixo, isto é, igual ao valor do parametro particular.
No modelo Bayesiano, o parametro 6 é aleatério, ou seja, 8 é desconhecido e incerto. Toda incerteza
deve ser quantificada em termos de probabilidade.

Se 6 ¢ um pardmetro discreto, entdo P(#) é a fungdo de probabilidade a priori. Assim, P(6)
exprime o grau de credibilidade que o individuo que procede a andlise atribui ao 6 considerado. Se
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0 é um pardmetro continuo, P(f) é a fungdo densidade de probabilidade a priori. Assim, P(0)d6
exprime o grau de credibilidade no intervalo 6,6 + df.

A familia § de distribuicdo também faz parte do modelo bayesiano, ou seja, a componente amostral
ou experimental é comum aos modelos classicos e bayesianos, embora para este os elementos de f(X|0)
de § em geral tem uma interpretacao subjetiva.

1.4 Teorema de Bayes para o caso continuo

Suponha que se observa X = z. Considerando um elemento qualquer de §, ou seja, f(x|6), e a
distribuicdo P(0), o teorema de Bayes para densidades, conduz a relacao

 JnPo)
PO) = 75 alo) Py

onde € ©, e P(f|x) é a distribuicao de 6 depois de saber que se obteve X = x.
Observando-se uma amostra casual,(X; = x1,X9 = x9,...,X,, = z,,), tem-se

[ f(:]0)P(0)
PO|lxi,x0,...,25) = ! , 0eo,
v ) T L w0 P(6)d0
em que P(0|xy,xa,...,x,) é a distribuicdo a posteriori de 6 depois de conhecida a particular amostra

(:L'l, Ly e vy l‘n)

Assim, tendo em conta a informagao contida nos dados x, a atitude inicial do investigador, P(0),
¢ modificada passando a nova atitude para P(f|z). Observando a expressao da posteriori, nota-se
que o denominador nao depende de 6, funciona como uma constante normalizadora de P(f|x). Assim
reescrevendo

P(0|z)  f(z|0)P(6), 0¢€O.

Sendo a andlise condicionada pelo valor = observado com 6 variando sobre O, o fator f(z|0)
identifica-se como a funcdo de verossimilhanga a priori enquanto P(f) é chamada distribuigdo a
priori de 6, ou seja,

P(8|z) o L(6|z)P(6).

Em outras palavras tem-se que

distribuicdo a posteriori oc verossimilhanca x distribuicdo a priori

Note que ao omitir o termo [, f(x|0)P(0)df, a igualdade foi substituida por uma proporcionali-
dade.

A funcéo de verossimilhanca, tem importante papel na férmula de Bayes, pois representa o meio
através do qual os dados x, transformam o conhecimento a priori sobre 6, ou seja, a verossimilhanga
pode ser interpretada como expressao da informagao sobre 6 fornecida pelos dados x.

As Figuras 1.2 e 1.3 esbocam o esquema classico e bayesiano, respecivamente, para a inferéncia
na estatistica.

Exercicio resolvido 1.1: Paulino, Turkman e Murteira (2003), Ex.1.4 Pag. 16

Considere-se a observacdo de uma varidvel aleatéria com distribuicio normal X ~ N(6,02),

com o2 conhecido e admita-se a priori  ~ N(a,b?) com a e b também conhecidos. Encontre

a distribuicdo a posteriori para 6.
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Seja X ~ N(6,0?), entdo
1 2
falt) = —m=ew{-5rw—07},
1 1 )
o L exp{2a2(l‘9) },
PO) = 0 — a)?
0) = D2 exp —?( —a)’ ¢,
1 1 )
o O exp{—2(9—a) },
1 1 1 , 1 )
FalO)P(©) T 5717 20 { ~52(@ ~ 0 = (0~ )},
1[(z—6) (0—a)?
& 02b2 (20212 eXp{ 3 2 T 7
1 [0%(2? — 226 + 0%) + 0%(6% — 240 + a?)
< szz (o2p2)1/2 Py 75 _ o202 ’
1 [6%2? — 26%26 + b*6° + 026 — 20%ab + 02a?
< 0.252 21z KPS _ o2h2 )
1 2 2 2 2.2, 22
o 02b21/2exp{ 20262 02(b? + ) — 0(20%x + 20%a) + b’z +Ja}
1 2 2 2
o 2b2 IPSTONYER { o 62 (b* 4 o2) — «9(2bx+20a)}}x
1
X exp { 25202 |:b2;172 -+ 02a2:| } 7
Constante, retira-se da proporcionalidade
1 2012 , 2 2 2
1 B2 +0?) | b’z + 02a)
- _Z Y _9g 7 W)
- (02b2)1/2 P { GRS b f (b2 +02) *
N b’z + o2a) ’ B (b?z + 02a) ’
(b% + 0?) (b? 4+ 0?) ’
=0
o 1 . B (6% + 0?) 0 (b%z + o2a) ? B (b%x + o2a) ?
(0262)172 P T 20202 CEYS) % + 0?) ’
o 1 ox _(b2+02) i 9_(b2x+0 a) 2 y
(02b2)1/2 p 252h2 (62 + o2)
X oxp (b2 + 0?) [ (b®z + o%a) ?
202h2 (b2 + o2) ’
Constante, retira-se da proporcionalidade
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0_b2x+02a 2
b2 + o2 '

1 (b* + 0?)
2roni1/2 SXP Y T 212
(a2b2)V/ 20%b

Portanto,
bx 20 b2o?
Ole ~ N 2+U2’202
b*+0% "b*+o
Exercicio resolvido 1.2
Suponha que as v.a. X;, i = 1,2,...,n4id N(0,0%) com precisdao A = 1/0? e que a priori para

A é dada por A ~ Gama(a, 04)\61), isto é,

p(A) = T(a) exp {—a;:)} P

Determine A|x1,xa, ..., Ty.

Seja X; ~ N(0,0?), considerando A\ = 1/0?, entdo

n
I
flxi,xe, ..., xn|\) = Zl_ll Nore exp{—wxi},

A (1) o)

1l
i)
foe ﬁ)\l/2exp{ ;\f},

ﬁ

p()\|331,...,lli'n) & f(x17$2a" xn|)‘) ( )

A
n/2 A N -1
oA exp{ E x}exp{ )\})\ ,

=1

n 2
a+n/2 N DY =Y
oA exp{ A <>\0 + 5 )}
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Modelo Experimental

Dados amostrais

Racioncinio indutivo

Inferéncia Estatistica

Figura 1.2: Esquema classico.

Modelo Experimental

/

Distribuicao a priori

Dados amostrais

\
\ /

Teorema de Bayes

Racioncinio indutivo

Inferéncia Estatistica

Figura 1.3: Esquema Bayesiano.
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Escolha de priori

2.1 Informacao a priori

A informacao a priori que se pretende incorporar a analise é a “opinido”, “crenca” possuida por alguém

que pode ser identificada como o especialista do problema concreto e contém elementos subjetivos
que muitas vezes sdo obtidos de fontes objetivas como dados histéricos ou de problemas andlogos.

2.2 Conceitos de probabilidade

Para a inferéncia classica, a probabilidade de um evento é a frequéncia relativa de ocorréncia do
evento numa sequéncia infinita de repeticdo do experimento em questao.

Os conceitos subjetivos e légicos de probabilidade tem como ponto comum a caracteristica de
representarem graus de crenga condicionadas a informacao disponivel seja num acontecimento ou
em um conjunto de afirmagdo sobre a situacdo em analise.

A probabilidade subjetiva é uma medida do grau de crenca especifico de um individuo.
Pode variar de individuo para individuo, até porque a informagdo que cada um possui é geral e
rigorosamente diferenciada.

A probabilidade 16gica é uma medida do grau de crenga objetivo (ndo pessoal), que todo
individuo racional deve ter e estd ligado a informacao disponivel.

2.3 Distribuicao a priori subjetiva

Existem situagoes praticas em que ha informacdo a priori mais ou menos substancial sobre os pa-
rametros do modelo, seja por parte do pesquisador ou seja por parte de outros individuos a quem o
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pesquisador pode recorrer. A questdao de como obter e quantificar esta informacao de natureza subje-
tiva, de modo a transforméa-la em uma distribuicao a priori que possa ser utilizada para a metodologia

Bayesiana é também tratada na literatura.

Exemplo 2.1: Paulino, Turkman e Murteira (2003), Pig. 76

Uma fabrica produz certo tipo de pecas eletronicas de grande precisdo, estas pegas para serem
vendidas sao agrupadas em lotes de tamanho N (N grande). Suponha que sempre existe uma
certa porcentagem 6 dessas pecas que podem ser consideradas defeituosas por nao obedecerem
a certos critérios de precisdo. O preco do lote depende desta porcentagem e consequentemente
h& necessidade de inferir sobre o seu valor através, por exemplo, da especificacdo de um limite
superior C' para esta porcentagem com uma probabilidade elevada de nao ser ultrapassado.
Ha bastante informacgao acumulada sobre o valor provavel dessa porcentagem, quer
de lotes anteriormente vendidos, quer pelas razoes pelas quais sao produzidas pecas defeituosas.

Para estabelecer este limite o estatistico vai recolher de especialistas na &area, informa-
¢ao a priori que existem sobre 6.

Pontos a serem levantados:
1. Que perguntas poderiam ser feitas ao especialista?

2. Como ajudar os especialistas, que ndo necessitam ter conhecimento de probabilidade e
estatistica, a responderem coerente e consistentemente a essas perguntas?

3. Se recolher informacao a mais de um especialista, como combinar a informacao recebida?

4. Como usar a informacao recebida de modo a construir uma distribuicdo de probabilidade
para o pardmetro ou acontecimento de interesse?

O estatistico pode optar por nao realizar a experiéncia, fixar um ou mais valores de C' e pedir aos
especialistas para atribuirem uma probabilidade a priori para o acontecimento A = {6 > C'}.

" Como ajudé-los a estabelecer esta probabilidade?

Y4 Como o estatistico pode fazer uso da informacao recolhida de um especialista para for-
mular uma probabilidade a posteriori para um acontecimento de interesse?

O estatistico pode admitir um modelo amostral para o niimero X de pecas defeituosas numa
amostra x e, portanto para obter C' baseando-se na distribuicdo a posteriori de 6 dado o vetor
observado de X. Para tanto necessita novamente de uma priori para 6.

2.4 Meétodo para obtencao de priori

2.4.1 Meétodo estrutural

Qualquer método onde a escolha da priori para 6 é baseada em questdo relacionadas diretamente
com o parametro.

A natureza das questoes depende do tipo do pardmetro que se quer inferir, do conhecimento do
especialista, etc.

O’Hagan (1998) cita dois principios que acredita serem importantes:

1. Fazer perguntas que sejam entendidas pelo especialista numa linguagem simples e que seja
familiar;

2. Identificar e pesquisar separadamente as principais fontes de incerteza.




® 2.5. Tipos de distribuicdo a priori

2.4.1.1 Método do Histograma - Paulino, Turkman e Murteira (2003) pag. 83

Se 0 é continuo, considere uma partigdo de © em R intervalos, © = UfL 0;, e questione o especialista
sobre qual probabilidade ele atribuiria a 6 pertencer a cada um dos intervalos.

Com base nesta informacido construa um histograma e a partir dai estime uma densidade de
probabilidade adequada. Apods a obtencio desta priori, consultar o especialista para ver se estd de
acordo com a “crenca” ou nao.

Um processo iterativo permitiria obter uma distribuigdo final de acordo com o conhecimento do
especialista.

Se 0 é discreto, e © = {61,6,,...,0,} ou seja, had apenas um numero finito de valores possivel
para 60, o problema fica reduzido a determinar a probabilidade para cada elemento de O.

2.4.1.2 Método verossimilhanga relativa - Paulino, Turkman e Murteira (2003) pag.
85

Este método é particularmente 1til quando 8 é um intervalo de R. Consiste em comparar as veros-
similhancas de varios pontos do espago de parametro e a partir dai construir fungao g(f) que passe
por ester pontos. Esta funcdo, ndo é necessariamente uma densidade, mas pode ser multiplicada por
uma constante de modo que integre 1.

2.4.1.3 Escolha de hiperparametros

Em muitas situacdes, ha consenso sobre a forma que a distribuicao a priori deve ter e o problema para
sua completa especializacao consiste em determinar seus parametros, denominados hiperparametros.

Se a priori é uma Gama(a, 3), o problema seria dar valores para « e 3.

2.5 Tipos de distribuicao a priori

A simplicidade da operacdo bayesiana fica garantida se se impuser que a familia de distribuicdo a
priori H seja fechada sob amostragem de § = f(z]0), 6 € O, isto é, que se P(A) € H entao
P(0|X) o f(x|0)P(9) € H.

Exemplo 2.3
Para f(z|u,o?) ~ Normal:
Y se p ~ Normal = (p|z) ~ Normal;

X se 02 ~ GI = (02|x) ~ GI.

2.5.1 Distribuicao a priori nao-informativa

Quando néo existe informagdo a priori palpével, de natureza quer objetiva, quer subjetiva (“igno-
rancia a priori”) ou quando se tem pouca informacao relativamente a informagao amostral (“conhe-
cimento vago”) é comum o uso de priores ndo-informativa.

Este tipo de distribuicao pode desempenhar um papel de referéncia, mesmo que se disponha de
fortes crencas a priori, como forma de:

I deduzir as crengas a posteriori para quem parte de um conhecimento escasso (i.e., quando a
amostra fornece o grosso da informacao sobre o parametro) e, nessa medida, se acha incapaz de
determinar subjetivamente uma distribui¢ao razodvel. Assim reconhecendo a propria ignorancia;
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"I permite a comparacao com os resultados da inferéncia classica que s usa a informacao amostral.

2.5.1.1 Meétodos para encontrar prioris nao-informativas

" Bayes-Laplace - Principio da razéo insuficiente. Na auséncia da razao insuficiente para privi-
legiar uma probabilidade em detrimento de outras, decorrente da escassez informativa a priori,
deve-se adotar que todas tém a mesma de ocorrer.

Exemplo 2.4

Utilizar como priori a distribui¢do uniforme.

4 Método de Jeffreys - A priori de Jeffreys é obtida a partir da matriz de informagao de Fisher
1(0). Para o caso uniparamétrico, a priori de Jeffreys é dada por

sendo

10)= F l(;elnf(x\a)y \9] .

No caso multiparamétrico, a matriz de informacao de Fisher é dada por I(f), na qual o
1j-ésimo elemento da matriz é

Oln f(xz|0) Oln f(x|6)
Ii;(0) = E < 2, 20, ‘9)

Um resultado interessante sobre a informacdo de Fisher:

2
(aelong w;, 0 )

0
= [892 IOng 'CE’H ‘| .

Seja,
0 - iid 0 &
an f( 179) = an logf( 279)7
aeg ! 39; !
= > o log f(ai6),
=1
_ = f/(mi’a)
a ; f(xi,0)°
entao
82 n a n
n (3
- §5f< >’
_ < f (l‘l’ )f( ) )_f/(x“ )f/(xl’ )
B 7; (f($l,9))2 ’

10
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i=1 .Z'Z,

- (4 5::?)2]}

I
|

ﬁ
I
—

[f,/(xi7 9)
f(zi,0)

)
~(Fe) |

|
|
NE

|
|
[~]=
—N— —T—" m
)]
%
—
=
8

<.
Il
—

Il
|

s
I
—

I
|

@
Il
—

Cﬂmﬁ)

=
5
u%
N—
Y
g
|
—
N
|
B
2=
N—
[N}
=
8
P
Y
g
| S

_(f@%mf>ﬂ%ﬁm4’

VN
2 O)de E(fmﬁ»_ :
=1
- _ - _ f/(xlve) ?
= 29 Elf@ﬁ»]}’
N VAN
b <; f(i,0) ] ’

= b

Vale notar entretanto que a priori ndo informativa de Jeffreys viola o principio da verossimi-
lhanca, j4 que a informacdo de Fisher depende da distribuicao amostral.

Exemplo 2.5

Seja X = {xy,...

,Tn} uma amostra aleatéria, X; ~ N(u,0?), p e 0 desconhecidos.
Falno?) = 1o o0~ gostes — )
9 Falet 27‘(‘0’2 20_2 3 9
1 n
_ 2\—n/2 2
= (2m0?)™ exp{—wg(xi—u) }
1 A = In(2ro?) - =3 2
n f(zlp,0%) = —7In(2r0 )—?Z(xi—u)
i=1
9 flalno®) = o5 (23— w(-D)
8,& ,LL, - 20_2 Pt K3 /‘l/ 9
1 n
= ﬁ Z(xl - :U’)v
=1
1 n
= = ;xl —np

11
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2

0 o0
%hlf(xlu,a) = T3

2 2 n
Ei(sgnﬂﬂma%)]z—E[(gﬂmf@wm%)]:UQ

0 2 (Diq T — njs)
Wlnf(a:m,a) = T 5N

n2m 3z — p)?

0?2 9
Wlnf(wlu,a ) =

 4mo? 2(c2)2 7
D > S1C Tl
207 2(c2)2
7 : R 25T (mi— )
3202111]0(95’%0') T 2(02)2 2(02)3

o 2 82
E [(Mlnf($|N702)) ] = —F [(Wlnf(x|ﬂ702)>‘|
n | 2B [ (z — 1)’

- T 2(02)2 ™ 2(02)3
. n 2nE [(x — p)?]
o 2(02)2 2(0-2)3
n 2no?
- 2(02)2 ' 2(02)3
B n 2n
- _2(02)2 T 2(02)2
- 2(02)2

I(N70'2) = <n/002 n/[2?0_2)2]>

A priori de Jeffreys para o caso hiperparamétrico é
1/2
n/o? 0
P H, 02 = )
(.o ( 0 vmm#ﬂ>

n2 1/2
- <2<02>3> ’

x o073, peR, o°>0.

12




® 2.6. Distribuicées improprias e suas implicacoes

Essa distribuicao conjugada, com a verossimilhanca, origina uma distribuicao a posteriori con-

junta caracterizada por
2
o
)U’|0-27:L‘ ~ N (IE? )
n

n ()2
e ~ GI (12171:1(9; x)>

Quando g é conhecido, se usa a distribui¢do uniforme paramétrica de Jeffreys, isto é,

P(0?) o =, > 0.
((f)ocg2 o

J

Exemplo 2.6

Verifique a afirmacao:

“Quando p é conhecido, se usa a distribuicao uniforme paramétrica de Jeffreys, isto é,

P(0?%) o o?>0."

o2’

Exemplo 2.7: Paulino, Turkman e Murteira (2003), Exerc. 2.12 - pag. 102

Num esquema de observacao de variaveis aleatérias i.i.d. Ber(6), considere-se, ao invés de uma
amostragem binomial, uma amostragem binomial inversa em que o nimero de sucessos, t, é
fixo e o nimero de observagoes, N, é aleatério (com distribuicdo Binomial Negativa de valor
médio t/6).

Como a medida de informacdo de Fisher é 1(8) = t0=2(1 — 0)~!, conclui-se que a distribuigio
a priori de Jeffreys é a distribuigao imprépria “Be(0,1/2)”,

h(B) o 071 (1 —0)'/2,6 € (0,1),

1-v/1-0
1+/1-6"
entre as distribuicoes a priori deve-se as distribui¢des a posteriori, que sdo Be(t,n —t + 1/2)

e Be(t +1/2,n — 1+ 1/2) para os esquemas de amostragem binomial inversa e binomial,
respectivamente, conduzindo a que as inferéncias em geral ndo sejam idénticas.

Imaginando agora que os dados podem ser obtidos por aplicacao sequencial destes dois deline-
amentos, percebe-se que a distribuicdo a posteriori varia consoante a ordem em que eles sao
aplicados. Isto ilustra outra consequéncia da dependéncia das distribui¢oes de Jeffreys para
com o espaco amostral, a de que a distribuicao a posteriori depende da ordem em que os dados
vao sendo obtidos.

que é consistente com uma distribuicao “Uniforme” para a fungao ¢ = In A diferenga

2.6 Distribuicoes improéprias e suas implicagoes

“Distribuicoes impréprias” sdo distribuigoes que satisfaca, o axioma de probabilidade unitaria.
Quando a informacgao a priori é fraca a informacao amostral frequentemente as posteriores sao ro-
bustas perante especificacoes da distribuicao a priori. Neste caso, o uso de prioris impréprias! podem
ser aceitaveis para o subjetivista no sentido de construirem aproximagcoes razoaveis a distribuicoes
préprias? que representam informacio a priori. O problema mais grave do uso de prioris impréprias

N&o é uma fdp.
2E uma fdp.
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Capitulo 2. Escolha de priori @&

é obter a posteriori imprépria inviabilizando a realizacao da inferéncia. Uma solugdo utilizada, sera
no lugar de usar uma priori imprépria, utilizar uma distribuicdao prépria difusa que as aproximem,
por exemplo usar distribuigdo normal com varidncia grande.
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Capitulo 3

Inferéncia

A distribui¢ao a posteriori P(0]Y') é a descrigdo completa do conhecimento atualizado de 6 obtido
da quantificagdo da informagao priori e da informagdo amostral em L(A|Y) o f(Y]0) dada pela
expressao

L(O]Y)P(0)

POY) = revipea <

O denominador P(Y) representa a distribuigdo marginal de Y. Dentro da abordagem Bayesiana
existem dois caminhos para se estudar os parametros: inferéncia e teoria da decisao.

A inferéncia consiste em plotar a distribuicdo a posteriori em determinar caracteristicas como
média, moda e mediana da distribuicao.

Pode-se desejar estimar os parametros por estimadores pontuais ou por intervalos ou ainda testar
hipéteses sobre os parametros.

A teoria da decisao utiliza a fungao perda L(d, ¢), a qual mede a perda quando d é a decisao e ¢
é o valor do parametro. A perda d* que minimiza a perda média E[L(d, ¢)| com respeito a posteriori
de ¢ é chamada decisdo de Bayes.

3.1 Estimacao pontual

A escolha da estimativas pontuais de 6 depende naturalmente da forma de P(6]Y), assim como dos
objetivos do seu uso.

As estimativas mais usadas sdo moda a posteriori, média a posteriori e a mediana a posteriori
(para pardmetro escalar).

Seja 0= (91, ey QR), ENTAO
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Capitulo 3. Inferéncia ®

a) Vetor das medianas a posteriori § = (81, ...,0g) tal que P(6; > 6;]Y) > 1/2 e P(0; < 6;|Y) < 1/2,
i=1,....R.

b) Média a posteriori § = E[A|Y] com E[6;|Y] = [,6;P(8]Y)db, i =1,...,R.
¢) Moda a posteriori 0 tal que P(0|Y) = max POlY) = %1aé<{P(9)L(9|Y)}.
€ €
A definicdo da moda a posteriori mostra que:

1) basta conhecer o nicleo da distribuigao a posteriori;

2) se P(#) é constante, coincide (aproximadamente) com a estimativa de maxima verossimilhanga.
Ou seja, permite interpretar o valor de 6 que tem mais credibilidade a posteriori e nao o
valor de 6 que torna a amostra mais plausivel, que é a interpretacio classica.

3) O ponto méximo da distribui¢do conjunta dos 6; ndo é necessariamente o vetor das mo-
das a posteriori marginais dos 6;, determinadas pela maximizagdo separada de P(6;|Y) =
JPOY) Hdej, i =1,...,R, onde a integral é estendida no conjunto dos valores possiveis

J#i
para o subvetor de 6 obtido por remocao de ;.

A escolha de uma estimativa poderd basear-se na relevancia de cada uma dessas quantidades para
o problema e/ou na facilidade de seu calculo. A escolha pode ser baseada na fungdo perda e assim
ter o risco minimo posteriori.

De acordo com o critério de Bayes, 87 ¢é a estimativa de Bayes de 6 se o seu risco a posteriori é o
menor possivel, isto é, r(0P|Y) = E[L(6,07)|Y] = ngiél E[L(0,0)]Y], sendo L() a funcdo perda. Ver
€

os tipos de fun¢ao perda em Paulino, Turkman e Murteira (2003, p. 140).

3.2 Estimativa por regiao

Um resumo de P(0]Y’) mais informativo que qualquer estimativa pontual é obtido de uma regidao de
© que contenha uma parte substancial da massa probabilistica a posteriori. O paradigma bayesiano
de regido de confianca.

Definigao 3.1

R(Y) é uma regiao de credibilidade v para 6 se

PO € RY)|Y) = /R(Y) P(O]Y)d8 > ~.

Dada a infinidade de regiao de credibilidade com o mesmo grau de -, interessa selecionar aquele
que contenha todos os valores de 6 mais creiveis a posteriori, ou seja, aquele que ndo exclua nenhum
valor mais plausivel do que aqueles nela incluidos, satisfazendo assim a condicao:

P:Y) = P(6:]Y) ¥ 61 €R(Y), 02¢R(Y).

Definig¢ao 3.2

R(Y) é a regido de credibilidade v com densidade a posteriori maxima HPD (hightest posterior

density) se sup P(]Y) < ¢; < inf P(0]Y) para algum ¢; tal que P(§ € R(Y)|Y) > ~
0¢R(Y) OeR(Y)

ou equivalentemente, se R(Y) = {0; P(0]Y) > ¢;} com ¢; > 0 a maior constante tal que

Jrery PBIY)AdE > .
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® 3.3. Teste de hipdtese

Exemplo 3.1: Pacote R para HPD - library(TeachingDemo)

Se a posteriori do pardmetro é uma Beta(4,10) o HPD com o = 0,95 é
hpd (gbeta,conf=0.95,shapel=4,shape2=10)
Se os valores sdo gerados de uma Beta(4,10),

theta=rbeta(1075,4,10)
emp.hpd(theta,conf=0.95)

(HPD empirico)

3.3 Teste de hipodtese

Problemas:
e Testar Hy: 0 € O
e Contra H; : 0 € ©1 =0 — Qg

O que se necessita é calcular as respectivas probabilidades a posteriori e caso se pretenda optar
por uma delas em fungdo de algum critério que indique sua grandeza relativa.
Esta é traduzida pela razao de vantagens a posteriori a favor de Hy contra H; dada pela quantidade

P(HolY)
O(Hy,H1|Y) = —/———=.
o ) = )
Com o objetivo de medir a influéncia dos dados Y na alteragao da credibilidade relativa
de Hy e Hy, o que se faz frequentemente é verificar a razdo entre a razao das vantagens a posteriori
e a razao das probabilidade a priori

P(Ho|Y)
O(Hy,Hy) = ——~7--
( 07 1) P(Hl)
A razdo dessas razoes é denominada Fator de Bayes a favor de Hy (contra Hy) e é denotada
por
O(Ho, H1Y)

BY)= O(Ho, Hy)

Um fator de Bayes muito grande ou muito pequeno relativamente a 1 (esse valor seria como um
fator de comparagdo) representa uma tendéncia bastante forte nos dados a favor de uma hipdtese
contra a outra, no sentido que uma hipétese é muito mais ou muito menos favoravel do que era a
priori.

Pode-se adotar a regra de rejeigdo de Hy se P(Hy|Y) < P(H1|Y) ou seja, se O(Ho, H1]Y') < 1.

3.4 Comparacao de modelos

Representa-se por B = {fi(Y6;), Pi(6;),i € I} um conjunto de modelos para dados e pardmetros.

Um caso particular, B = {f;(Y0), P;(0),i € I}, situagdo em que hd um ou mais modelos para os
dados dotados do mesmo pardmetro, variando apenas na forma distribucional, e uma ou mais distri-
buicdes a priori. Outro caso para B = {fi(Y'|0), P(),i € I} é utilizado na andlise de sensibilidade
ou de robustez de inferéncia na variacao da distribuicao a priori.
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Capitulo 3. Inferéncia ®

A classe B mais geral de modelos da origem a uma classe correspondente de modelos preditivos
a priori, u = {M;,i € I} cujas distribui¢oes sdo definidas por

P(Y|M;) :/fi(Y\Qi)B(Gi)dGi,i el

Sendo I um conjunto, descrito que contém o verdadeiro modelo, a distribui¢do preditiva global
corresponde a

ZP P(Y|M;),

onde P(M;) é a probabilidade a priori de M; ser o modelo verdadeiro que é, pois atualizada em face

aos dados Y por
P(M;)P(Y|M;) ;

P(M;|Y) = 1.
O fator de Bayes a favor de M; contra M; é a razao de chances
<P (Mi|Y>>
P(M
5, (1)

P(M,|Y)
()
( <M\Y>>
POL[Y)
(Fi3)
PY|My)
POVI,)

3.5 Inferéncia Bayesiana para um modelo linear (PAULINO;
TURKMAN; MURTEIRA, 2003, p. 216)

Seja Y = X0 + €, onde 0,1y ¢ o vetor de pardmetros Y = (y1,.. .,yn)’(nxl) vetor de observa-
¢oes, X (,xp) matriz conhecida e € ~ N(0,77'1,) sendo P = 77'I,, matriz de precisdo de E(nx1) =

[e1,€2,...,&n), aqual tem covaridncia %I, e 0> = 7! > 0 desconhecida. O objetivo é fazer inferéncia

sobre 0 e T depois de observar a amostra Y = {y1,...,yn}.
A palavra inferéncia é usualmente empregada como um procedimento que extrai informacao sobre
0 e 7 de uma amostra.

3.5.1 Teorema de Bayes

A informacao a priori sobre 0 e 7 é dada pela distribuicao conjunta a priori P(60,7), @ € RP e 7 > 0.
A funcao de verossimilhanca para 0 e 7 é

L(6,7]Y) o 72 exp {—;(Y — X0)(Y - XB)} .

A funcdo de verossimilhanca é uma informacio da amostra sobre os pardmetros e é a funcao
densidade condicional de uma amostra de varidveis aleatérias dado 6 e 7.
O teorema de Bayes nos da a distribuicdao de 8 e 7 dado Y,

PO, 7|Y) o L(0,7|Y)P(0, 1),

que é a posteriori de @ e T, representando nosso conhecimento de 6 e 7 depois de observar Y.

3.5.2 Informacao a priori

A informagao a priori sobre os parametros 8 e 7 é dada de duas maneiras: priori hierdrquica e prioris
independentes.
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® 3.5. Inferéncia Bayesiana para um modelo linear (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003, p. 216)

3.5.2.1 Priori hierarquica
P(6,7) = P(0|r)P(7),

é uma normal-gama, isto é,

P(OIr) o« 7 exp { - 2(0 ~ PO - )}

ou seja,

0|7 ~ Ny(u, (TP)7H),

- matriz positiva definida, e

com L,y - vetor de médias e P,y

P(1) « ol exp{—0T1},
isto é,

T ~ Gama(a, B).

3.5.2.2 Prioris independentes
P(0,7) = P(6)P(7)

Neste caso, vamos considerar

1
P(71) o« =(priori de Jeffreys)
T

P(0) o constante.

A priori de Jeffreys satisfaz certas regras de invaridncia e leva “pouca” informagdo sobre os
parametros. Essa “densidade” embora imprépria, produz uma posteriori para 6 e T que é propria
(normal-gama). Assim, uma priori imprépria pode resultar numa densidade a posteriori propria,
mas nao é o que ocorre em geral.

3.5.3 Anadlise a posteriori

Usando o teorema de Bayes para a priori hierdrquica, temos

PO,7Y) = L(0,7]Y)P(0|T)P(T)

o T2 exp {—;(Y — X0)(Y — Xo)} X

<t exp { - 76 - ) P(6 — ) | exp{-57)

n+p+2a -1

o 72 lexp {—; 28+ (Y — X60)' (Y — X0) + (6 — p)'P(6 — p)] } .

Vamos encontrar P(0|7,Y), P(7]Y) e P(0|Y). Completando o quadrado para 6, obtemos:
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Capitulo 3. Inferéncia ®

PO.Y) o 75 e {_; 26+Y'Y - Y'X0 - 0X'Y +6X'X6 + 6P — 0'Ppu—
—W'PO + p'Ppul}
a 7Bl {‘; (26 + Y'Y + p'Pp+ [0/(X'X + P)0 — 0'(X'Y + Pp)—
—(Y'X + u'P)6])}
o« TE lexp {—; 28 +Y'Y + p'Pu+

+(0 - (X'X+P) ' (X'Y +Pu)) (XX +P)O — (XX +P) (XY +Ppu))—

- XY+Pp)(XX+P)X'Y +Pp) ,

Essa foi a parte que sobrou quando completamos o quadrado,

que é uma normal-gama. A condicional dado que se conhece 7 é

PO|7,Y) o 7P2exp {—; [(0 — (XX +P) (XY +Pu)) (XX + P)x
X(0 — (XX +P) (XY +Pu) |
sendo 8|7, Y ~ N [(X'X + P) " }(X'Y + Pp), (1(X'X + P)) '], e a distribui¢do condicional P(7|0,Y)
é

n+2a 1

P(10,Y) o 7 lexp {—72' 26+ Y'Y + WPt
+(O0 - (X'X+P) M (XY +Pu)(XX+P)O - (XX+P)(O - (XX+Pu)—
~(X'Y + Pp)(X'X + P) (XY + Pp)| |
sendo

20 26+Y'Y P 60— (XX+P) (XY +Ppu))
T10,Y ~ Gama(n_; av b+ + P ( +P) +Pu))x

2
Xx(X'X+P)0— (XX+P)" (XY +Pu)—
2
~(X'Y +Pu)(X'X +P) (XY + Pu)>
5 :

P(r]Y) o /_O:OP(B,T|Y)d0

“ /_o:o /2 exp { — [(6— (XX +P) (XY + Pp)) (XX +P)(6 — (XX +P) ' x
X(X'Y +Pp)|} do x

n+2a

) _1exp{—; [25+Y’Y+H’Pp,—(X’Y+P,J,)’(X’X+P)—1(X’Y+Pp,)}}

n+2a 1

o« T 2 lexp {—72- [2,8 +YY +puPu— (XY +Pu)XX+P) H(XY + P,u)} }

nt2a 28+Y'Y+u'Pu—(X'Y+Pp) (X' X+P)~ 1 (X' Y+Ppu)
sendo 7|Y ~ Gama ( 5 5 .
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® 3.5. Inferéncia Bayesiana para um modelo linear (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003, p. 216)

A marginal a posteriori de 8, Y é encontrada por integracao de P(0,7|Y) em relagdo a 7, isto

n+p+2a -1

PO,7]Y) o 775 expd = 28+ Y'Y + p/Pu— (XY + Pu)/(X'X + P)(X'Y + P) +

Fy

+(0 - (X'X4+P) (XY +Pu) (XX +P)— (XX +P) (XY +Pu)

177 PP Heo

[Fa+ (6 — o) (Z0)(0 — 1))}

n+p+2a 1

-
o« T 2 exp{ —=

2

Completando a expressao acima para obtermos uma distribuicio Gama(A,w), vamos considerar
A= TR o = Fp + (0 — pg) (Z)(0 — p1g). Assim,

TN T
P(O,T’Y) = WJT exp{—2w}
Integrando em relagdo a 7, temos
POY) = PO, 7|Y)dr

0
B o T'(N) w? A1 T
=, (/\)w/\T exp{—Qw}dT

L) [ ot T
= 3 ; F()\)T exp{—Qw}dT

=1

Sabendo que A = % ew=Fyg+ (60— py)(Xg)(0 — py), entdo

POIY) o [Fo+(0—pp)(Zo)0—pp)] U5 ), v=n+2a,
~(432)
« [32] T (Fo+ (0 - o) (B0)0 - )] F)
)
v+p v _(V;Lp)
R (5 [ 724 20— ) (BF5 )0~ )]
« |14 50 m) CoF O - )| T T=ZeFy

|10~ ) (O g) R

Assim, 0]Y ~ t de Student de dimenséo p, com v = n 4 2« graus de liberdade, média py e matriz de
precisao T.
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Capitulo 3. Inferéncia ®

Se 0 e T sao parametros do modelo linear Y = X6 + €, em que X’X tem posto completo

e se a priori de 8 e T é a priori de Jeffreys P(0,7) « %, entdo a posteriori de 0 e T é

uma normal-gama, em que a marginal a posteriori de T ¢ uma gama com parametros 3 e

Y'Y-(X'X)"1(X'Y)X'Y)

3 e a posteriori condicional de 8 dado 7 é uma normal multivariada com
média (X'X)~'X"Y e matriz de precisio [r(X'X ]~1]. Além disso, a marginal a posteriori de @
tem distribuicdo ¢ - p dimensional com n — p graus de liberdade, média E[0]Y] = (X'X)"1X"Y
e matriz de precisdo D(0) = (n — p) " {(X'X)7 Y'Y - YX(X'X)"1X'Y].

3.5.4 Algumas consideragoes

A estimagao pontual de 6 e T serd baseada na distribuicdo a posteriori conjunta de 0 e 7.

Se 6 é o pardmetro de interesse e 7 é o parametro “sem importancia” a estimativa de 6 sera
dada pela marginal a posteriori de 8. Da mesma maneira, se 7 é o parametro de interesse, 8 é um
pardmetro “sem importancia”, a estimativa de 7 serd feita a partir da marginal a posteriori de 7.

A conjunta a posteriori de T e @ é uma normal-gama com parametros

C284YY +pPp— (XY +Pu)(X'X+P) (XY +Ppu)
— 5 ,

. n+2a N
o= B

p=XX+P) ' (X'Y+Pu), e P=@FXX+P)L

A marginal a posteriori de 7 é uma Gama(a®, 8*). Como a distribuigdo gama é assimétrica, se
vai ser utilizado a média ou a moda é uma escolha pessoal.

No caso da marginal a posteriori de @ com distribuicdo simétrica com média pge e a matriz de
precisd@o T. Neste caso, a média, moda e mediana coincidem. Dessa forma, ptg é uma escolha natural
para estimar 6.

Observacgao:

(1) Nao interessa as probabilidades amostrais do estimador, ja que a distribuigdo a posteriori dos
parametros é condicionado a valores da amostra Y.

(2) Propriedades amostrais dos estimadores como varincia, erro quadratico médio, desvio, correla-
¢do, etc., nao serao buscados.

Existem conexdes interessantes entre os estimadores utilizados pelos nao Bayesianos em certos
momentos da posteriori de 8 e 7 quando é utilizada a priori de Jeffreys.

Por exemplo, um estimador de minimos quadrados para 6 é 8 = (X’X)"'X’Y o qual tem dis-
tribuicio N (0, [7(X'X)]™1). Entretanto, a marginal a posteriori de @ tem distribuicdo ¢ de Student
com média @ e matriz de precisio (n —p)~H(X'X)" (Y — X0)'(Y — X8).

Em outras palavras, o estimador de minimos quadrados é a média da distribuicdo marginal a
posteriori de @ e a matriz de precisao da distribuicdo amostral de 6.

A inferéncia Bayesiana utilizando a priori de Jeffreys é mais ou menos tolerada pelos nao-
Bayesianos dada a proximidade entre os estimadores. Entretanto, a média que se utiliza prioris
proprias, os estimadores sdo vistos com mais suspeita desde que eles diferem mais e mais dos estima-

dores tradicionais.

3.6 Analise preditiva

A andlise preditiva é desenvolvida para fazer previsdo de observagoes futuras. Naturalmente é de
grande importancia para economia e finangas onde sdo usados sofisticadas técnicas de séries temporais.

Os Bayesianos usam a densidade preditiva Bayesiana para obterem valores (observagoes) futuras.
A abordagem Bayesiana para fazer previsao é baseada na distribuicdo condicional de valores futuros




® 3.6. Andlise preditiva

dado o passado. Por exemplo: se w = (w1, ws,...,ws) sdo observagoes futurase Y = (Y1,Ya,...,Y,)
é uma amostra. Entdo a densidade preditiva é P(w|Y).

Considerando o modelo Y = X0 + €, a densidade de w|0,7,Y é a fungao de verossimilhanca para
w. A posteriori conjunta de w, @ e 7 dado Y é

Pw,0,7]Y) o f(wl6,7,Y)x P(6,7]Y)
~—_————

Post. conj. p/ w,@erT verossim. p/ w  Post. p/@erT

Observe que w ¢é considerado como um parametro a ser estimado. Integrando P(w,0,7|Y) em
relacdo a 0 e 7, obtém-se a densidade preditiva para w|Y. Isto é,

PwlY) = /B/TP(w,O,T\Y)dOdT.

Inserir a deducao para o caso de uma posteriori normal-gama. Ver Paulino, Turkman e Murteira
(2003) pag.177-178.
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Capitulo 4

Aproximacoes Analiticas e Numéricas

o

Ovaraundsen

“Is this needed for a
Bayesian analysis?”

Esse material é referente ao capitulo 5 de (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003, p. 223).
Como ja foi dito, toda a inferéncia sobre um parametro @ é feita na analise Bayesiana através do
Teorema de Bayes,
L(6]Y)P(6)

P(Y)

Inferéncias podem ser obtidas na forma de valores esperados a posteriori

PO)Y) =

Elg(0)Y] = /9 4(8) P(9(6)[Y)d6,

para escolhas apropriadas de g(.).

Uma alternativa pontual para 8, por exemplo, é obtida fazendo g(€) = 6. Da mesma forma, se
w for uma observacao futura de um modelo indicado pelo mesmo parametro 6, inferéncias preditivas
sobre w sdo baseados na distribuicao preditiva

P(WY) = /L(W|0,Y)P(0|Y)d0,
onde L(W10,Y) é a distribuicao de W sob o modelo paramétrico considerado, o qual pode ser ou

nao estocasticamente dependente de Y.
Predicoes sumarias podem ser obtidas na forma de esperanca preditiva

ElgW)[Y] = [ gW) POV Y)Y,

para escolhas adequadas de g(.).
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Assim, no caso continuo, a geracao de integracdo desempenha um papel fundamental na estatistica
Bayesiana. Contudo, raramente é possivel obter expressao explicita para as integrais.
Varias estratégias foram seguidas para solucionar esses problemas técnicos, entre elas:

1) Aproximacao da distribuig¢do a posteriori por uma distribuicdo multivariada;

2) Abordagem de Laplace;

4

(1)
(2)
(3) Métodos de quadratura numérica (integragdo numérica);
(4) Método Monte Carlo;

(5)

5) Método Monte Carlo via na Cadeia de Markov (MCMC).

(1) e (2) sdo métodos analiticos e (3), método numérico.

4.1 Métodos analiticos

4.1.1 Aproximacao da distribuicao a posteriori por uma distribuicao
multivariada

Para valores grandes de n e sob certas condigoes de regularidade, a distribuicdo a posteriori de um
vetor @ k-dimensional aproximadamente normal multivariada é dada por:

POY) o exp{ln(P(Y[0)P(0))}
o exp{In(P(Y|0))+ In(P(0))}.

Desenvolvendo P(Y|0) e P(0) em série de Taylor de 2* ordem em torno dos respectivos maximos
(my), temos:

n(P(6)) = In(P(mg))— =(6 — mg)Ho(8 — my) + Ro,

1
2

n(P(Y]8) = W(P(Y]8,)) ~ 5(6 ~ 8.)H(@,)(6 - 8,) + Fo,

A

em que mg ¢ a moda da distribuicao a priori, 8, é a estimativa de maxima verossimilhanca de 6 ba-
seada nos dados Y, Hy = [-0%In(P(6)/(06;00,)] \9 H(6,) = [—02In(P(Y|0)/(06:08;)] \0 .
=1 =0,
Ry e R, os restos respectivos desenvolvimentos em séri%.
Assumindo n grande, temos

P(6]Y) o exp {—;(9 —m,)H,(0 — mn)} ;

para H,, = Hy + H(@n) e m, = H '(Homg + H(én)én)

Este desenvolvimento sugere que a distribuicdo a posteriori possa ser aproximada, para amostras
de dimensao elevada e em condigoes gerais de regularidade, por uma distribuicdo Normal multivariada
com valor médio m,,, e matriz de covariancias H !, que pode ser aproximada pelo inverso da matriz
de informacdo observada (N(m,, H;1)).

A medida que a dimensdo da amostra aumenta é de se esperar que a precisdo da distribuicdo a

A

priori, representada por Hy, seja totalmente dominada pela precisao H(8,,) formada pelos dados, ou
seja, H, ~ H(0,,). Assim, também mg ~ 6,,.
Uma outra alternativa é considerar o desenvolvimento de P(6|Y) em série de Taylor em torno de

seu maximo, isto é, em torno da moda a posteriori.
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Exemplo 4.1: Paulino, Turkman e Murteira (2003, p. 226)

Suponha que X tem uma distribui¢do Binomial de pardmetros (n,f) e que se adotou para 6
uma distribui¢do a priori conjugada Beta de pardmetros (ag, bp). Sabe-se que a distribuigdo a
posteriori para 6 é ainda uma Beta de pardmetros (a,, b,), em que a,, = ap+x e b, = bp+n—=x,

ou seja,
L(Y]0) = (") 6Y(1— 6)",
Yy
['(ao +bo) 41 bo—1
P(9) = 20T %0) gao-1(1 _ g1 g << 1.
©)= Nat)” . 79
Assim,

POY) o @yTeo=i(q —g)ntbo-y-1
oo g (1= o)t

em que a, =y + ag e b, =n+ by — y. Portanto, 0|y ~ Beta(an, by).

L(O) = In(P(Y))
o (ap—1)In(@) + (b, — 1) In(1 — 6),

L'0) o wzﬁ)+?:;en

an—1 b, —1
a J—

0 1-0"
n—1) (b, —1)
L// _(a _
O) =« @ ~G-e
e portanto
anp — 1 1 (an - 1)(bn - 1)
= — L (my, =
e b, -1 © { (m )} (an + by — 2)3

que é obtido substituindo m,, em 6 para L"(6).
Assim, para n grande a distribuicdo a posteriori pode ser bem aproximada por uma normal
com valor médio p = my, e 02 = {L"(myp)} .

4.1.2 Método de Laplace

Este método consiste em utilizar decomposicdo em séries para aproximar integrais da forma
[9(0]Y)] / g(0)P(0|Y)do

Suponha que ¥ é uma func¢édo regular de um parametro 6 k-dimensional e que —¥ tem méximo
em 6. O método de Laplace aproxima uma integral da forma

1= [ 1®)exp {-nu(6)} do.

através do desenvolvimento em séries de ¥ e f em torno de 8. Em geral, é suficiente a decomposicao
até termos de 2% ordem.
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® 4.2. Quadratura Gaussiana ou integracdo numérica (Método numérico)

No caso de se considerar o valor esperado da posteriori de uma funcao g(6) do parametro, tendo-se
que

J9(0)L(Y|0)P(6)
O que se faz é aplicar separadamente o método de Laplace a integrais do numerador e do denominador
e considerar a razao das aproximagoes obtidas.
Tierney e Kadane (1986) sugerem considerar exp {—nV¥(0)} = L(O]Y)P(0) e f(0) = ¢g(0) no
numerador e f(0) = 1 no denominador.

4.2 Quadratura Gaussiana ou integragdo numérica (Método
numeérico)

A integragdo numérica é uma solugdo para resolver integrais para fazer inferéncia Bayesiana. Consi-
dere a integral

I— /abg(O)dG.

Assim, a regra de quadratura aproxima I por I= Yo wig(6;) para alguns pesos w; e gride de pontos
0;,i=1,2,...,n. A regra mais simples é tomar n pontos igualmente espagados e w; = ¢ = (b—a)/n.
Para a maioria das integrais de dimensdo 1, tomar n de ordem 10? é uma boa aproximacao.
Outras regras de quadratura sdo a regra do trapézio e a regra de Simpson.
A regra gaussiana foi desenvolvida e tabelado quando o integrando é bem aproximado pela forma
L(6)P(0), em que L(0) é uma fungao polinomial de 8 e P é uma fungao densidade.

4.3 Meétodos de Simulagao

O termo simulagao refere-se a tratamentos de problemas reais através de reproducdo em ambientes
controlados pelo pesquisador.

Em algumas situagoes, alguns ou todos os comportamentos estdo sujeitos a comportamentos
aleatérios, ou seja, ndo podem ser descritos de forma exata por uma regra matematica, mas apenas
através do uso de informagdo probabilistica.

Este processo de simulacao é estocastico, isto é, baseado em distribuicao de probabilidade.

Do ponto de vista da estatistica, esses sistemas podem ser vistos como uma cole¢do de varidveis
aleatérias. O ponto de partida para simulacio estocéastica é a construcao de uma geragao de nimeros
aleatorios.

4.3.1 Métodos baseados em simulagao estocastica

A inferéncia baseada em técnicas de simulagao utiliza amostra da posteriori P para extrair informacao
a ser repetida.

Obviamente, como uma amostra é sempre um substituto parcial da informacao contida em uma
densidade, métodos baseados em simulacao sdo aproximados e devem ser usados apenas quando for
constatada a impossibilidade de extracdo analitica de informagao da posteriori.

Os métodos baseados em simulacdo nao dependem de quantas observagoes foram tomadas e
fornecem aproximacao que serdo tdo melhores quanto maior for o nimero de valores gerados.

A tnica restricao para que seja atingido qualquer nivel de precisdo desejada é o custo computacio-
nal. Para a maioria dos problemas de relevancia pratica é complicado fazer uma geracao da posteriori
P.

Antes de descrever os métodos de obtencao de uma amostra da posteriori, vale a pena descrever
como se procede a inferéncia Bayesiana na presenca de uma amostra 61,605, ...,60, de uma densidade
PO|Y) de 8 =(0y,...,0,).

Para se obter uma amostra marginal, a i-ésima componente de 0, basta tomar as i-ésimas com-
ponentes dos valores gerados.
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0i1,0i2,...,0;, constituindo a amostra marginal de P(6;|Y). Essa eliminacdo de 6_; é trivial e
extremamente mais simples que a operacdo de integracdo necessaria para a obtencdo analitica da
marginal.

De posse de uma amostra é possivel obter estimativas pontuais, intervalos de credibilidade é
até mesmo reconstruir densidades marginais univariadas e bivariadas usando técnicas gréaficas ou de
suavizagao.

Exemplo 4.2

Um exemplo é E[0;|Y] = %Z?:l 6;;, em que é a média da i-ésima componente dos valores
amostrados.

Outro exemplo é a mediana amostral (6;|Y) = e[nTH 0 da i-ésima componente dos valores
amostrados, onde [m] é o menor inteiro maior ou igual a m.

Intervalo de confianca 100(1 — «)% para 6; [Ojna,],i> On(1—as)),s) cOM a1 + @ +2 = a. Em
particular, regides equiprovaveis sdo deixados de fora tomando a; = ay = /2.

4.3.2 Meétodos de Monte Carlo Ordinario

Considere o problema de aproximar uma integral da forma

[ a0)P@1y)as = Elg(oly))

em que 0 e Y podem ser vetores, admitindo sua existéncia.

Muitas quantidades a posteriori de interesse sdo dadas por esta func¢do g(6) integravel.

E o caso das médias e covaridveis a posteriori de componentes de 0, onde g(0) é representada por
b; e (6; — E[60;]Y])(0; — E[0;]Y]) para cada i e j fixados.

Se puder simular uma amostra aleatéria 61, ...,0, da densidade a posteriori P(fy), o método
Monte Carlo ordinario aproxima a integral

[a@pevido~ > g6

a qual pela Lei forte dos Grandes Numeros, converge quase certamente para E[g(0]Y)].
A precisdo desta aproximagao pode ser medida pelo erro padrao (estimado) de Monte Carlo dado

por
n(n—1) @( 52 >} '

O nivel de precisao destas aproximagcoes estda sob o controle do analista que, teoricamente, pode
aumentar tanto quanto queira da amostra simulada.

Resumindo, se conseguir amostrar da distribuicao a posteriori P(0|Y") a aplicacdo do método de
Monte Carlo é trivial para resolver integrais do tipo [ ¢(0)P(6]Y)d6.

4.3.2.1 Preditiva

Sabendo que a densidade preditiva a posteriori é o valor esperado
P(WIY) = Epy (L(W16,Y)),

facilmente se obtém a aproximacdo de Monte Carlo

PW|Y) =

S\H

Z (W16;,Y)
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baseado nos valores iid simulados de P(6]Y")
Egy (LOWI6,Y)) = [ LOVI6:,Y)P(6]Y )do.

Para a estimagdo Monte Carlo de quantidade associadas com a distribuigao preditiva P(W|Y),
é necessario obter-se uma amostra aleatéria desta distribuicdo. Isto é possivel através do mé-
todo de composicdo, caso saiba amostrar da distribuicdo amostral de W, obtendo-se a amostra
(w1, wa,...,w,) de P(W|Y') do seguinte modo:

1. Retire uma amostra 61, 6s,...,60, de P(]|Y);
2. Para cada i, retire w; de L(W16;,Y),i=1,2,...,n.

A partir desta amostra, tem-se as informacoes necessarias.

POlY)  L(W|0,Y)
91 W1 de W‘Hl,y
92 Wg de W‘QQ,Y

0, W, de Wl6,Y

4.3.3 Monte Carlo com amostragem por importancia

Geralmente nao é possivel obter uma amostra iid diretamente da distribuigdo a posteriori P(8]Y) e
assim, deve-se encontrar alternativas.

Uma das estratégias é simular de uma distribuigdo “semelhante” a distribuicao a posteriori. Vamos
definir a amostragem na fun¢ado de importancia.

Seja h(f) uma densidade da qual seja facil de simular valores e que aproximem

L(Y]9)

POY) = TTvie)P@yas

entao

[ g(0)L(Y'|6)P(6)d6
JLY19)P(6)do

J 9(0) X0 x )
[ %d@ x h()

J g(@)w(O)h(0)dd
Tw(@h(@)ds

[a®P@y)s -

Se obtiver uma amostra 61, 6s, ..., 0, de h(f), pode-se aplicar o método de Monte Carlo, obtendo-
se como aproximacdo de E[g(0)|Y] = wm— 1, wig(6;), onde w; = L(Y|0;)P(0;) /h(6;).
Zizl w —_—

POY)
O método de amostragem via fungdo de importancia atribui mais peso a regido onde h(6) < P(0|Y)
e menos peso a regiao onde h(f) > P(0|Y).
O erro padrao de Monte Carlo para esta aproximacao ¢ dado por

1| 1 d
ST {Z {9(91') ~ 5w sz‘g(ei)} ]
=177 li=1 J=1 =1

A razao de convergéncia depende de quao bem h(f) imita P(A|Y). Boas propriedades de impor-
tancia sao:
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i) Simplicidade na geracdo de nimeros aleatérios;
ii) Ter caudas mais pesadas P(.|Y);
iii) Ser uma boa aproximagao para P(.|Y).

Note que para aplicar esta metodologia hé a necessidade que P(0|Y") seja conhecida a menos da
constante de proporcionalidade, isto é basta conhecer L(Y|0)P(6).

4.3.4 Meétodo de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC)

O método de Monte Carlo baseado na simulagdo de cadeias de Markov baseia-se na distribuicao
estaciondria que é a distribuicdo a posteriori de interesse, diretamente da qual nao é possivel gerar
uma amostra para a inferéncia via Monte Carlo.

Assim, a ideia bésica é transformar o problema estatico em um problema de natureza dindmica,
construindo um processo temporal estocastico, artificial, que seja facil de simular, e que convirja,
fracamente para a distribuicdo original. Este processo temporal é, em geral, uma cadeia de Markov
homogénea cuja distribuicao de equilibrio ¢ a distribuicdo que se pretende simular.

O processo estocédstico {X;} é uma cadeia de Markov se a distribuicao de X; for independente de
todos os estados prévios em que se encontra a cadeia, com excecao do estado imediatamente anterior,
isto é, P(Xt = :Ej|Xt,1 = LL’it_l,Xt,Q = Tijy_gy--- ,XQ = miQ,Xi = 551'1) = P(Xt = xj|Xt71 = CL‘it_l).
Quando esta probabilidade for independente de ¢, a cadeia diz-se homogénea.

Serdo abordados dois métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov: o amostrador de Gibbs e
o algoritmo de Metropolis-Hastings.

4.3.4.1 Amostrador de Gibbs (AG)

O amostrador de Gibbs é uma técnica para gerar amostras aleatérias de uma distribuigdo (marginal)
sem que se conheca a sua densidade. Embora o AG tenha sido aplicado em metodologias bayesi-
anas, ele também é extremamente ultil para se amostrar a funcdo de verossimilhanca nos métodos
frequentistas.

Em modelos complicados, raramente se consegue obter amostras diretamente das distribuigoes a
posteriori. A ideia do método de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) é simular um processo
aleatério no espago do pardmetro 6, o qual converge para uma distribuicdo estacionaria, que é a
distribuigao a posteriori P(0]Y).

Pode-se pensar no AG como uma implementagao pratica de fato que o conhecimento das distri-
buigoes condicionais é suficiente para determinar a distribuicdo conjunta (se ela existir, que é o caso
de condicionais impréprias que ndo garantem que a conjunta é uma fdp).

O algoritmo é baseado no fato que se a distribui¢ao conjunta P(6|Y) for positiva em 61 X0y x.. . ., O,
com 0_; suporte da distribuicdo de 6; para i = 1,...,k, entdo ela é unicamente determinada pelas
distribuigoes condicionais completas P(6;]0_;,Y )i =1,..., k. O algoritmo é um esquema markoviano

dindmico que requer a amostragem dessas distribui¢ées condicionais.

Descricao do Algoritmo Gibbs:

Suponhamos que o vetor de parametros 6 seja dividido em k subvetores (01,03,...,0))" e que
as distribuicbes condicionais de cada parametro ; dado todos os outros, seja conhecida. Essas
distribuigoes sdo chamadas distribui¢des condicionais completas e denotadas por

P(Ol‘g% v 70R7 Y)
P(92|017 0s...,0g, Y)

P(0R|601,02...,0p1,Y).
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Seja 00 = (9%0) , 950), e ,0}?)) um valor arbitrario para o vetor 8. Procede-se da seguinte forma:
1. Obtém-se

6 de  POVOY, ... 60 Y)
0" de P16, 6 ... 0% V)

o de P@OVOW 0" . o) v).

2. Completa-se assim uma iteracdo do esquema e uma transicao de 0 para o) = (09), 0%1), ceey Hg) .

3. O esquema é repetido M vezes produzindo 00 oM . o0

4. A sucessao 80,0 . 9M) ¢ uma realizacio de uma cadeia de Markov.

Pode-se provar que quando M — oo, (0§M), 9§M), cee GE%M)) tende em distribuicdo para um vetor
aleatério cuja fungdo densidade de probabilidade conjunta é P(6|Y).
Em particular, HZ(M) tende em distribuigdo para uma quantidade aleatéria cuja densidade é P(6;|Y")
(densidades marginal a posteriori de 6;) e - S M g(61) — E(g()]Y) quase certamente para qual-
quer fungao ¢(.), em que E(g(0)|Y) representa o valor esperado de g(6) em relagdao a distribuigdo a
posteriori P(0|Y).

Uma questao muito natural é como se pode usar a amostra resultante do procedimento de Gibbs
para fazer inferéncia sobre 87 Questoes encontradas:

1. Obviamente os vetores 8 que véo sendo gerados séo correlacionados. Como é que entdo se
deve proceder para obter uma amostra iid da distribuicao a posteriori? Como utilizar a amostra
obtida para fazer inferéncia?

2. Como é que se pode controlar a convergéncia da cadeia de Markov para o estado de equilibrio?

3. O que é que se pode dizer a velocidade de convergéncia para a distribui¢do de interesse e sobre
a precisdo das estimativas obtidas?

4. Finalmente, que fazer se uma (ou mais) das distribui¢oes condicionais nao forem de facil simu-
lacdo, ou se forem apenas conhecidas a menos de uma constante normalizadora?

Uma solugdo possivel para a questdo 1, é a construcdo de uma longa cadeia utilizando vetores
espacados, de modo a anular o efeito da correlagdo. Os problemas mais complicados dizem respeito
ao estudo da convergéncia da cadeia de Markov para o estado de equilibrio.

Entre varias propostas de analise de convergéncia temos:

i) Gelfand et al (1990) propoe métodos adhoc baseados em representagao graficas das estimativas
das densidades e na monitoracdo da convergéncia das médias ergdticas para o parametro de
interesse.

ii) Gilman e Rubin (1991) sugerem métodos baseados na anélise de varidncia (cadeias multiplas).

iii) Raftery e Lewis (1992) apresentam férmulas que relacionam a dimensao da cadeia de Markov a
ser construido o espacamento entre os vetores e a dimensao da amostra a ser utilizada.

Nao ha no entanto, um método que se possa dizer ser o melhor ou o mais eficiente e a utilizacao
de métodos diferentes para o mesmo problema pode conduzir a respostas diferentes.

Respondendo a questao 2, apés um nimero suficientemente grande M de iteragdo, forma-se uma
amostra de 6 e pode-se construir um histograma de qualquer um de seus componentes. O mesmo
procedimento pode ser repetido apés M + k iteragoes. Nao havendo diferencgas perceptiveis a olho nu
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entre os graficos obtidos com relagdo as M e M + k iteragoes, conclui-se pela convergéncia da cadeia.
Lembrando que o valor k£ ndo pode ser muito pequeno, pois a correlacao inerente a cadeia de Markov
estard exercendo sua influéncia e ndo se podera dizer que a similaridade é devida a convergéncia ou
a correlagao do processo.

Valores de k muito grandes sdo desnecessarios, pois se ha suspeita de convergéncia apos M itera-
¢oes, nao hé necessidade de se ir muito além na cadeia apenas para sua confirmacao. Valores para k
entre 10 e 50 sao apropriados.

Um outro grafico é o traco da cadeia, que d4 uma ideia se a cadeia atingiu o equilibrio.

4.3.4.2 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O amostrador de Gibbs seleciona amostras aleatérias de todas as distribui¢es condicionais obtidas
da distribuicdo a posteriori conjunta P(0|Y"). Se for considerado as distribui¢oes a priori conjugadas,
as distribuicbes sdo marginal, da forma Gama, Normal, Beta, Poisson, etc. e as amostras geradas
dessas distribuigoes sao facilmente obtidas, pois estdo disponiveis em muitos softwares.

Quando essas distribuigoes ndo sao identificaveis ou se a geracdo nao iterativa for complicada ou
custosa (computacionalmente), usamos o algoritmo de Metropolis-Hastings.

Seja P(0|Y) uma distribui¢ao nao-identificada. O algoritmo de Metropolis-Hastings cria sequén-
cias de pontos aleatérios (01,602, ...) cuja distribuicdo converge para P(]Y). Cada sequéncia pode
ser considerada como um passeio aleatério com distribuigdo estacionaria P(6|Y’). O algoritmo de
Metropolis-Hastings é especificado por uma densidade ¢(6, ) denominada nticleo de transi¢iao. Essa
densidade é selecionada de uma familia de distribui¢oes que requer a especificacdo de alguma carac-
teristica do parametro, como escala ou posigao.

O nucleo de transigao ¢(0, B) representa a probabilidade de movimento de 6 para /5. Geralmente,
0 processo se move com mais frequéncia de 0 para S do que de 3 para 6, contradizendo, a condigao
de reversibilidade P(6|Y)q(0, 5) = P(B]Y)q(B,0). Esse fato pode ser corrigido, diminuindo o nimero
de movimento de 6 para (3, e para isto introduz-se uma probabilidade de movimento p. O algoritmo
é como segue:

i) inicialize com um valor (arbitrario) °, j = 0;
ii) gere 3 de ¢(0\9,.) e u de uma uniforme(0,1);

P(BY)q(69),5) }

iii) seja p = min {1, POGY)q(B,00))

iv) se u < p, faca #UHD) = B, sendo U = 9U0);
v) Repita (ii) e (iii) até que a distribuicdo estaciondria seja obtida.

O ntcleo de transicdo ¢ apenas define uma proposta de movimento, a qual deve (ou nao) ser
confirmada por p.

Para que o algoritmo Metropolis-Hastings seja implementado, necessitamos de uma densidade ¢
adequada. Um fator critico na eficiéncia do algoritmo é a escolha do fator de escala ou dispersao de
q. O fator escala da densidade ¢ afeta o comportamento da cadeia em pelo menos duas dimensoes,
uma ¢é a taxa de aceitagdo e a outra é a regiao do espaco amostral que é coberta pela cadeia.

Para vermos isto, considere uma situacdo na qual a cadeia convergiu e a densidade esta sendo
amostra em torno da moda. Se a dispersao da densidade ¢ é muito grande, alguns pontos de 3 estarao
longe dos valores atuais de 6 e por isto terdao probabilidade de serem aceitos.

Por outro lado, se o fator escala for muito pequeno a cadeia ndo cobrird o suporte da densidade
e regido de baixa probabilidades serdo amostradas.

Escolha de ¢(6,3) (Chib and Greenberg,1995)
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Vérias sao as possibilidades para a escolha de ¢(6, 8), uma que é uma solugao eficiente, quando
possivel, é explorar a forma de P(0]Y") para especificar a densidade de g. Por exemplo, se P(0|Y)
pode ser escrita como P(0]Y") oc ¢(0|Y)h(0]Y) onde h(0]Y') é uma densidade que pode ser amostrada
e ¥(0|Y) é uniformemente limitada. Entao faga h(0|]Y) = ¢(0|8) para amostrar candidatos. Nesse

caso, a probabilidade de movimento necessita apenas do valor de ¢(6) e é dado por p = {1, %}

Taxa de aceitagao (Roberto, Gilman e Gilks, 1994)

Ex.: Se ¢ é uma densidade normal, a taxa de aceitacao é de 45% para problemas unidimensionais
e 25% para dim < 6.

Amostragem Aceitagao-rejei¢cdo (Acceptation - Rejection Sampling)

Em contraste aos métodos de MCMC, o método é uma técnica cldssica para gera amostras nao-
Markov (usualmente independentes).

O objetivo é gerar amostras de uma densidade de interesse continua m = %, onde z € R", f(x)
¢ uma densidade ndo-normalizada e k é a constante normalizadora (possivelmente desconhecida).

Seja h(x) uma densidade que pode ser simulada por algum método conhecido e suponha que exista

uma constante ¢ tal que f(z) < ch(z), Vz. Entao , para se obter uma amostra aleatéria de m(.),

i) gere z de h(.) e um valor u de U(0, 1);

ii) se u < CJ;((Z)), faca y = z. Sendo volte (i).

O valor aceito y é uma varidvel aleatéria de 7(.). Para este método ser eficiente, ¢ deve ser
cuidadosamente escolhido. O método é otimizado fazendo ¢ = sup,, % Mesmo para esta escolha de

¢, pode-se obter um niimero grande de rejeigao.

4.4 Critérios de convergéncia

O termo convergéncia estd relacionado com a amostra da distribuicdo a posteriori gerada pela cadeia
de Markov, e ndo com um nimero ou uma distribui¢cdo em especifico. O processo antes de chegar a
convergéncia, segundo Nogueira (2004) envolve simulagoes provindas de uma complexa e, geralmente,
multivariada distribui¢do de interesse, P(8), indiretamente gerado de uma Cadeia de Markov com
a densidade de interesse, uma densidade estaciondria. Geralmente sdo simuladas m > 1 sequéncias
de simulagoes, cada uma de tamanho n, (0;1,0;2,...,0;,), para j = 1,...,m (sendo cada 6;; um
vetor). Se m > 1, as m sequéncias sdo usualmente, mas nem sempre, simuladas independentemente.
Pode-se verificar que em muitos casos a convergéncia pode ser facilmente determinada provinda de
sequéncias multiplas independentes em paralelo, mas nao pode ser diagnosticada usando o resultado
da simulacao provida de qualquer sequéncia simples. Dai a necessidade de usar critérios para para
essa verificagao.

4.4.1 Critério de Gelman e Rubin (1992)

O método pressupde que m sequéncias tenham sido simuladas em paralelo, cada uma partindo de
diferentes pontos iniciais. Tendo obtido os pontos iniciais satisfatérios, ou seja, pertencentes ao espago
paramétrico da posteriori, as sequéncias sdo geradas para 2n iteragOes, das quais as primeiras n sao
descartadas para evitar o periodo de aquecimento (“burn-in”), ou seja, para evitar a influéncia dos
valores iniciais. As m sequéncias rendem m possiveis inferéncias. Se estas inferéncias sdo bastante
similares, é indicativo de que a convergéncia foi alcangada ou estd proxima.
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A limitacao principal para o método é a suposicdo de normalidade da distribui¢do marginal de
cada parametro. Para mais detalhes, ver Nogueira (2004).

4.4.2 Critério de Raftery e Lewis (1992)

O critério sugerido por Raftery e Lewis (1992) é um método que estima quantas iteragdes sdo neces-
sérias para que o Amostrador de Gibbs apresente convergéncia a distribuigdo estacionéria, propondo
especificacbes de quantidades necessirias para isto. Deve-se ter uma sequéncia do Amostrador de
Gibbs com um N minimo, que é o nimero minimo de iteragoes requeridas para se obter a precisao
necessaria de estimacao. O método fornece as estimativas do “burn-in” (B), que é o ntimero de ite-
ragoes que devem ser descartadas, o nimero de iteragoes que devem ser computadas N (total) e o
k, que é a distancia minima de uma iteracdo a outra para se obter a subamostra aproximadamente
independente (“thin”). Outra saida importante do critério, é o fator de desempenho que é responsé-
vel pelo acréscimo multiplicativo ao nimero de iteragoes necessarias para se alcangar a convergéncia,
devido a autocorrelacao dentro de sequéncia. Segundo Raftery e Lewis (1992), se esse fator for maior
que 5,0, pode-se dizer que a convergéncia ainda nao foi obtida, necessitando reparametrizar o modelo
em estudo. Para mais detalhes, ver Nogueira (2004).

4.4.3 Critério de Geweke

Esse critério é um método de analise espectral usado em série temporal para testar a convergéncia,
mas que também é muito utilizado para os métodos MCMC, j& que este é um caso particular de série
temporal estacionaria.

Na prética, deve-se notar que esta tentativa de diagndstico para verificar uma necessaria, mas
nao suficiente condicdo de convergéncia, informa ao pesquisador somente se a convergéncia nao foi
alcangada, e ndo se realmente convergiu. Para mais detalhes, ver Nogueira (2004).

4.4.4 Critério de Heidelberger e Welch

Esses dois autores apresentaram um método para determinar o valor inicial de uma sequéncia dis-
creta de eventos, que é também apropriada para ser utilizada para o diagnéstico de convergéncia do
Amostrador de Gibbs. Suas ideias sao baseadas na teoria Browniana.

O diagnéstico tem muito pouco poder para detectar a falta de convergéncia se a amostra é de
tamanho muito pequeno, podendo ser problema também em obter estimativas fidedignas da densidade
espectral, o que ocorre com o método de Geweke. Para mais detalhes, ver Nogueira (2004).
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Validacao e selecao de modelos

Uma andlise cuidadosa dos dados deve levar em conta a avaliacao e escolha do modelo que melhor
represente os dados.

A escolha do melhor modelo deve levar em conta o objetivo do estudo, ou seja, que uso seré dado
ao modelo e quais modelos estdo em competicado.

Deseja-se responder perguntas tais como:

1. O modelo em consideragao é adequado?

2. Dada uma cole¢do de modelos, qual é o melhor?

5.1 Medidas de Diagnoéstico - Adequabilidade de um modelo

Seja x = (z1,z2,...,%,) a amostra observada, isto é, a amostra usada para construir, a partir do
modelo em consideracao, a distribuicao a posteriori P(0|x).
Suponha-se que se tem y = (y1, 92, ..., yn) uma amostra de validagdo, isto é, uma amostra inde-

pendente de z usada para validar o modelo em estudo.
A distribuigao preditiva de y é

Plyia) = [ Lwlo)P@f)d6.
P(y,0lz)

Esta distribuicio preditiva permite uma avaliagdo do modelo no sentido em que caso os dados y
nao estejam de acordo com P(y|x), entdo ndo é de se esperar que o modelo seja adequado (PAULINO;
TURKMAN; MURTEIRA, 2003, p. 349).
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O valor médio e a varidncia preditiva de cada componente de y é

Elyi|z] = /yz'P(ylx)dy,

Varlyle) = [ (v~ Blyla)*Pylz)dy.
sdo uteis para definir o residuos bayesianos padronizados,

yi — Elyi|z]

VVarlyia]’

Estes residuos podem ser usados, a semelhanca do que é feito na analise frequentista, para averi-
guar informalmente a validade do modelo. Por exemplo um grafico destes residuos contra os valores
preditos (valores médios preditos) pode revelar inadequabilidade do modelo, assim como um gréfico
contra a ordem das observacgoes para revelar falta de independéncia.

Esta discussao assume a existéncia de uma amostra de observacao independente, e que nao acon-
tece com frequéncia na pratica.

Se uma amostra inicial for de dimensao elevada, ha sempre uma possibilidade de particionar em
duas de modo que uma parte sirva de amostra observada para a construcao da distribuicao a posteriori
e a outra de amostra de validagdo para se obter a distribuicao preditiva.

di: i:1,2,...,n.

Nao sendo possivel particionar a amostra para fazer a validade cruzada, pode-se optar por um
tipo JackKnife (leave one out). Assim, se se designar por z(_; = (%1, .., Zi-1,Tit+1,- - ., Tn), O vetor
constituido de todas as observacgoes a excecao de x; se pode obter a distribuicao preditivas condicionais

_p(x)

P(zi|lx_y) = =
(@iles) p(@(—s)

/L(xi|9>$(—i))P(9’$(—z‘))d9;

e consequentemente os residuos bayesianos de eliminacao padronizados
A /Var(Xi\:U(_i))

onde os valores médios e varidncias sdo calculados, obviamente a custa das correspondentes distribui-
¢oes condicionais.

Gelman e Meng (1996) sugerem o seguinte procedimento para averiguar a adequabilidade de
um modelo. Considere-se as distribuigdes preditivas condicionais p(x;|z(_;)), simule-se, para cada
t=1,2,...,n, uma amostra z},,...,z;  , de dimensao m, da distribuig¢do preditiva correspondente e
construa-se a custa da amostra, um intervalo preditivo de probabilidade (1 — «), por exemplo, com
caudas equiprovaveis. Entdo se o modelo for adequado é de se esperar que (1 — ) x 100% das x; ops
caiam dentro dos respectivos intervalos.

Uma vantagem em usar as distribuigdes preditivas P(z;|x(_;)), estd no fato de estas existirem

mesmo que p(z) nao seja finita (no caso de priori’s impréprias).

d =

1=1,2,...,n,

5.2 Comparacao de Modelos

Vérias metodologias tém sido seguidas para a relacio de modelos. A abordagem inicial sugere a
utilizacdo do fator de Bayes para a comparagdo de modelos.

Assim, se tiver, por exemplo, dois modelos paramétricos em competicdo My e M, para os dados
X, com parametros 6; e 6y e distribuigdo a priori P1(01) e Py(62), respectivamente, as distribui¢oes
marginais de X sdo dadas por

P(X|M) = /L(XWuMi)P(@)dei, i=1,2,
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sendo o fator de Bayes dado por
_ P(X|M))
P(X[Mz)

OBS.: O uso de priori’s imprdéprias pode levar a posteriori’s impréprias e atrapalhar o
fator de Bayes.
Um problema sério com o fator de Bayes é que para muitos modelos de interesse, pelo menos
parte da especificagdo da priori é vaga de modo que a distribuigao a priori P(0) é imprépria.
Assim, mesmo que a distribuicdo a posteriori seja prépria, a distribui¢do preditiva a priori (dis-
tribuigdo marginal dos dados) usada no célculo do fator de Bayes é impropria.

B

Tabela 5.1: Interpretacao do fator de Bayes

Valor de B Conclusao
B<«l1 Evidéncia a favor de My
1< B <3,2 Evidéncia muito fraca a favor de M;
3,2< B<10 Evidéncia fraca a favor de M;
10 < B < 100 Evidéncia forte a favor de M;
B > 100 Evidéncia muito forte a favor de My

Para ultrapassar estas dificuldades varias modificagoes ao fator de Bayes foram propostas.

5.2.1 Alternativas

1. O produto [[;-; P(zi|x(_;) tem solo proposto como substituto de P(z) no calculo do fator de
Bayes para comparar modelos, dando origem ao pseudo fator de Bayes

n

H p(xi.obs ’l‘(—i))v M,y
P(Ziobs|T(—s)), M2

i=1
Se este fator for maior que 1, prefere-se My e Ms, caso contrério, prefere-se Ms.
No caso de haver varios modelos em competicido, pode-se calcular para cada modelo,

n

11 P(@iobslz (i),

i=1

ou, equivalentemente a soma de algoritmos das ordenadas preditivas condicionais, e escolher o
modelo que apresente o maior valor.

2. A soma dos quadrados (ou dos valores absolutos) dos residuos padronizados (quer obtidos por
validacdo cruzada ou por JackKnife) pode também ser usada na relagdo de modelos. Sugere-se
o modelo que apresente o menor valor.
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Capitulo 6

Listas de exercicio

(YET ANOTHER) HISTORY OF LIFE AS WE KNOW IT...

N

HOMO HOMO HOMO HOMO HOMO
APRIORIUS PRAGHATICUS FREQUENRTISTUS SAPIENS BAYESIANIS

6.1 Lista 1l

Exercicio proposto 6.1: Paulino, Turkman e Murteira (2003), Exerc. 2.12 - péag.

132

Seja X o ntimero de peixes num viveiro em condi¢ao de serem enviados para o mercado entre
N peixes capturados supostamente distribuidos segundo uma lei Bin(N,#), em que nao sé 6
mas também N sao desconhecidos. Usando as distribui¢bes a priori uniformes independentes
para (N, #), mostre que as distribui¢des a posteriori condicionais sdo préprias (e identifique-as),
contrariamente ao que ocorre com as distribuicoes a posteriori marginais.

P(N,0lg) « k@[ ) 6°(1 — NI,y ()
o (Z)Q

Antes de passarmos para os préximos passos, MAGALHAES (2006) define que alguns autores
definem a Binomial Negativa como niimero de ensaios anteriores ao r-ésimo sucesso. Isto cor-

Assim, N, 0|x ~ Bin(N,x).
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responde a um troca de varidvel na defini¢do da distribuigdo binomial negativa X ~ BN (r,p),

ou seja,
z+r—1
( . >p7"(1 —-p)"

Tomando y = z+7 —1 temos a quantidade desejada e seus valores variam de (r —1) em diante.
Assim, sendo Y o niimero de ensaios anteriores ao r-ésimo sucesso, temos

PlY =y = <r21>pr(1—p)y_r+1, y=r—1,r.... (6.1)

Assim,

Posteriores condicionais para N|6, x:

P(N|f,z) o (Z)am—e)N—f

N xr —T
(a:—i—l—l)e (1_0)N

N 201 _ pN—(z+1)+1
- ((:U-l—l)—l)t9 (1-9) ’

percebe-se que esse resultado comparado com a expressao (6.1), y = N, r=z+1,p=10¢e
d

g=1—p=1-0. Entdo, N|§,x = M — 1|0,z com M|f,x ~Binomial Negativa(z + 1,0), que

é uma distribuicao prépria.

Posteriores condicionais para 0|N, x:

POIN,7) « (5)9%(1—9)“0

o eerlfl(l _ 0)N7$+171'

Observamos que @#*F1=1(1 — @)N=2+1-1 & o niicleo da distribuicio beta, isto &,
O|N,x ~ Beta(x + 1, N — x + 1), que também é uma distribuigdo prépria.

Marginais a posteriori:

o Para 6, desenvolveremos por meio de P(N,f|x) com relagao a N. Como N é um para-
metro discreto em {0, 1,2,...,a}, sendo a um niimero positivo finito, entao

P(lz) = > P(6,N|z)

ke x
1 (N
< o ( )9:”1(1—0)1\["”, y=z+1
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o % Z <y]i[1>0y(1 — g)yN-vH1

=1, soma de binomial negativa

[y

o .

0
Tem-se que P(f) « %I 0,1](0), que é uma distribuigao imprépria, visto que fol %d@ = —

o Para N, desenvolveremos por meio de P(N|6,x) integrando com relacdo a . Como 6 é
um pardmetro continuo em [0, 1], entao

/01 P(8, N|z)d6

- /01 <Z>9$(1—9)Nﬂcde
N ! T N—z

& <x>/0 6°(1 — )N 4o

N! Beta(x + 1, N—x—i— / ple+D-1(
z!(N — z!) Beta(z + 1, N —

P(N|z)

9)(N_x+1)_1d0,

Considerando a =x + 1, b= N —z + 1, Beta(a,b) = L) o I'(n+1) = n!, entao

T'(a+b)
F(a)F(b)
N! T(atb) a—1 b—1
P(Njz) o /(N — z!) Betaab / 6" (1 = 6)"df
o Nt_T(o) 9(@=1(1 — 9))~14p

(N — z!) F(a + b) 0 Beta(a, b)

=il

N! MNz+1)I'(N—-—z+1)
/(N — z!) I'(N +2)
N! /(N — z)!
/(N —z!) (N +1)!
N!
(N +1)N!
1
(N+1)

Logo, para N > z, P(N|x) é uma distribui¢do improépria.

Exercicio proposto 6.2: Paulino, Turkman e Murteira (2003), Exerc. 2.11 - péag.

132

Considere que Y;, 1 < i < n sdo varidveis aleatérias independentes com distribuicao N (3, a?),
onde @} = (z};,...,2},) é um vetor de k varidveis explicativas e 3 € RF.

a) Verifique se a distribuicio conjunta para § = (3,0%) definindo 0 ~ GI(c,d) e Blo ~
Ni(a,02?V), com V uma matriz simétrica definida positiva, define a distribui¢io conjugada
natural do modelo amostral indicado.

b) Mostre que a distribuigdo a priori para 6 obtida pela regra de Jeffreys multiparamétrico é

k+2

P(B,0%) o (62)" 2.
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¢) Que distribui¢ao obtém pelo método de Jeffreys se admitir independéncia a priori entre 3
29
e o°7

Solugao: (a)

Vamos definir as varidveis e os parametros:

e Y1 =[y1,¥2,-..,yn] - vetor de observacoes;
11 12 ... X1k
T21 Z22 ... T2k . . A Berref S

o X,xk = ) . i - matriz conhecida (variaveis explicativas);
Tnl Tp2 ... Tnkg

o Bix1 = [B1,0P2,..., 0k - pardmetro;
o agx1 = |ai,as,...,ax) - parAmetro de médias;

e 02, ced - parametros;

V11 Y12 ... Uik
V21 V22 ... UL . . .

o Vixk = ) . . - matriz positiva definida;
Ukl Vg2 .- Vkk

Tendo a priori hierarquica:

P(B,0°) = P(Blo*)P(c?),

k/2
Pl = (=) @V en{-5B-2) (V) (B-a)
« (oPV) exp{-5(B -2 (0*V) (B~ a)]
e L.
P(e*) = 1@ exp {~dfo*}

a (o?)~Hexp {—d/a2} .

A distribuicdo conjunta entre 3 e o2

P(B.0Y) « [@V)*exp{-3(8-a)(*V) (- =)} x
x (637D exp { ~d/o?}]
« (oH) M) O exp {3 (8 - a) (02V) (B — @) — dJo?}
« (o) M) e (-5 [(B-a)VTE - a)] - d/o?].

A funcéo de verossimilhanca sera
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1
\ 2T

« (0% Pexp{ - (Y - XBY(Y - XB)}.

P = ()" e e {2y - X8y (o) (¥ - X))

Calculando a distribuicdo a posteriori:

P(B,0°[Y) = P(Y|B,0*)P(B,0°)

(0% exp {5 5(Y ~ XBY(Y - XB) | x

x(0%) 72 (0?) 7D exp {—2},2 (B-a)V7i(p-a)| ~d/ 02}

o (@) P expd —g |(B-a) V(8 —a) + (Y - XB)(Y ~Xp)| { x
(+%)

(0®)~ D exp{—d/o®}.
Desenvolvendo o termo no expoente, tem-se:

(#¢) = BVIg-pV'la—aVIg+aV3ia+YY-YX3-4XY+pXX3
= AV I+XX)B-B(V1'a+XY)-(avV '+ YX)8+a'Via+Y'Y.

(6.2)
Para uma normal multivariada®, temos o seguinte expoente:
B-w='(B-—p) = BB u—pS B+ (6.3)
Comparando as expressoes (6.2) e (6.3), tem-se:
gEIg = BV +X'X)B (6.4)
gxy = pg(via+XY). (6.5)

Por meio da equacio (6.4), sabe-se que X! = (V™! + X’X). Sabemos pela expressio (6.5)
que

>y = (Via+XY). (6.6)
Para encontrar g na equacao (6.6), vamos pré-multiplicar os dois membros da expressdo por

= (V14 X'X)"! temos-se:

2y = (VI XX) (Va4 X'Y)
p = (V3I+X'X)"H(via+X'Y).

Com os resultados de X e p obtidos, e comparando com as expressoes (6.2) e (6.3), temos-se:

(x¢) = BV I+X'X)B-p(V'a+XY)-(avV 14+ YX)8+a'V%ia+Y'Y.

ﬁ/z—lﬂ /3/271/1 'u,271ﬂ
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Assim, podemos dizer que

() = [B- (VXX TV I+ XY)| (VT +X'X) x
x[B— (VI +X'X) N (Va+ X'Y)| - @S p+a'Vla+ Y'Y
——
(%)
= B-wE='B-—p) - S ptaVia+ Y'Y
———
(F)

(H) Essa parte foi a que sobrou para completar o quadrado entre (6.2) e (6.3). Assim,
precisamos retirar.

Retornando a distribuicao a posteriori, temos

P(B,0Y) « (o8 (F)exp - [(8-ay V(6 -a)+ (Y - Xp)(Y - XB)]} x
(03~ exp{—d/o?}

2\ —(2etptE 1) o oNsv=lig oy i1
o (07) eXp )~ 53 {(5 RE(B—p) - I pt

+a'Vla+ Y'Y + Qd] }

R

Observamos que P(B3,02%|Y) é uma Normal-Gama Inversa. Assim essa distribuicio define a
distribuicdo conjugada natural do modelo amostral indicado.

Se considerarmos o2 conhecido, concluimos que

Pl Y) o () Bexp{-55 [(8-w=" (8- )]},
ou seja, Blo2, Y ~ N (u, 2).
Se considerarmos B conhecido, concluimos que

2ctntk
SpE+)

P@*8Y) o« (%) exp {503 [(B— /=B~ )~ W=k

ta'V3la £ Y'Y + 2d} } ,

VS 13_ ;) /1 -1 1
isto &, 02|B,Y~GI(20+§+’“,(B w'E"H(B-p) u22 puta’v a+YY+2d>

“Para nosso caso, estamos considerando X uma matriz (k X k) e g uma vetor (k x 1).

J

Solugao: (b)

Sendo a fungao de verossimilhanca

1
V2T

« (0% exp {5 5(Y - XBY(Y - Xp)]

Pvigot) = ()" e {-v - X8yt (v - x8))

e a funcdo suporte
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In P(Y|B,02%) o _g Ino? — %‘Q(Y — XB) (Y - XB)

1
o _g lno® — 5 (Y'Y - YXB - FX'Y + BX'XB),
g

entdo calculando as derivadas parciais em relacdo aos parametros o2 e B e as respectivas
esperancas, temos

d1n P(Y|8, o2 1 /
o = gt (Y - X8I (Y- X8
82In P(Y|B, 02 L '
n(?z((02|) = - _2(:2)2 + 2(02)3 (Y = XB)(Y - XB)
d1n P(;gﬂ, ) _ _T;(_QX/Y +2X'Xp3)
’ImP(Y|B,0%) = XX
928 T g2
81n P(Y|B, 0 1 ' !
n&(rzalgo) = XY +2X'Xp)
d1n P(Y|B, 0> 1 ' !
na(ﬁaﬁ(j) T g XY IEA)
g (PWPYIB0*)) _  n
— 82(0'2) - 2(0.2)2
o (PPY|B0Y) _ XX
_ 862 - 0.2
PmmP(Y|B,0%)\
—E< 50208 ) -0

A priori de Jeffreys é dada por P(o?, B) o |I(c2, B)|'/2, em que I(c?, B) representa a matriz
de informacao de Fisher. Assim, tem-se

Portanto,
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Solucgao: (c)

Sendo a funcao de verossimilhanca

Pviget) = ()" @) e {2 - Xy x - x8)}

« (0% exp {5 5(Y - XBY(Y - Xp)]

e a funcdo suporte

1
In P(Y|B,0%) o _g Ino® — 2~5(Y — XB)'(Y -~ Xp)
1
x _g lno® — (Y'Y - Y'XB - BX'Y + BX'XP),
g

entdo a priori de Jeffreys para o?:

9l P(Y|8, 0

et = _27;*2(012)2(‘{_}([3)/”_”)
0?In P(Y|B, 02 1 ,

n82((02|) = - ~5007E * s Y~ XB) (Y - XB).

Informacdo de Fisher: I(0?) = (2(;12)2)7

a i
o2’
Priori de Jeftreys para 3:
2
mnpgi'ﬂ"’ ) _ —2%2(—2X’Y+2X’Xﬁ)
#InP(Y|B,0°) XX
02p3 N o2’

o2

Informacao de Fisher: I(8) = (X/X) )

ha(B) o [I(o®)'?

X/X\ /2
« ()
0-2
¢

o (uma constante).

Logo a priori de Jeffreys conjunta o2 e 8 é dado por

P(%,8) « — xg

o« —5.
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6.2 Lista 2

Exercicio proposto 6.3: Paulino, Turkman e Murteira (2003, p. 216)

Aplicagao a analise de regressao linear simples

Medicao da radiagdo de fundo, através de contagens Y num detector de Geiger por minutos,
em 39 locais com altitudes x (em metros) diferenciadas.

Y 11.0 12.7 11.6 12.8 11.8 11.5 11.1 13.6
X 213.4 426.8 487.8 518.3 579.3 640.2 701.2 731.7
Y 12.5 13.9 15.7 17.8 17.2 14.4 15.0 13.8
X 884.1 884.1 1097.6 1097.6 1128.0 1158.5 1158.5 1219.5
Y 15.8 12.4 13.9 18.0 14.9 16.8 17.3 17.9
X 1250.0 1311.0 1463.4 1524.4 1554.9 1554.9 1554.9 1554.9
Y 18.4 19.6 20.1 16.6 19.3 22.0 19.8 27.8
x 1554.9 1554.9 1554.9 1646.3 1646.3 1890.2 1951.2 2103.7
Y 29.0 204 25.0 26.8 22.7 24.9 26.0

X 2103.7 2164.6 2256.1 2256.1 2530.5 3231.7 3231.7

a) Admitindo-se o modelo de regressao linear simples sumarie-se as inferéncias sobre os para-
metros do modelo relativas ao uso da distribuicdo a priori ndo informativa usual.

b) Compare-se sob o modelo anterior inferéncias sobre a radiagdo média num local a 200m
com as predigoes sobre a média das radiagoes a obter em m locais com a mesma altitude
nos casos m=1em =5.9%

J

Solugao: (a)

Denote-se o modelo por

Y: = Bo + Bz + &, i=1,2....n"% N(Bo + Brzi, 0°)

com n = 39 e P(fy, B1,0?%) o % no conjunto R? x R..

A seguir indicaremos os principais resultados relativos as distribui¢oes a posteriori para os
parametros do modelo:

Declive da reta de regressdo: 31|y ~ t1(37;6,2 x 1073;3,2 x 1077).

A média e o desvio padrao a posteriori de (51 sao respectivamente dados por E[B1|y] = 6,2 X
1073 e \Jvar(Bi]y) = 5,8 x 1074, Destaca-se a grande concentracio da densidade a posteriori
retratada no pequenissimo valor do desvio padrao a posteriori derivado da elevada dispersao das
altitudes. O correspondente intervalo de credibilidade HPD exato a 95% ¢ (5,1 x 1073, 7,4 x
10~3) indicando, assim, fortes evidéncias contra a auséncia do efeito de altitude na radiacio

(B1=0).

Ordenada na origem da reta: Sy|ly ~ t1(37;8,55;0,82).
Este pardmetro representa a posteriori uma média e um desvio padrdao dados por E[Sply] =
8,55 e yJvar(fBoly) = 0,93. O seu intervalo de credibilidade HPD exato a 95% dado por
(6,67;10,44), contém fortes evidéncias contra a auséncia da radiagdo média ao nivel do mar

(6o = 0) se se admitir também nesta gama de altitudes a validade do modelo. A reta ajustada
fica definida por Y = 8,55 + 0, 0062zx.

Variancia do modelo amostral: 02|y ~ GI(37/2;224/2).
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A esperanca ¢ dada por E[0?|y] = 6,40 e o desvio padrao \/var(c2[y) = 1,58. O intervalo de
credibilidade HPD a 95% é dado por (3,74;9, 56).

As medidas de localizacdo comuns para esta distribuicdo seguem a relagao
Moda = 5,74 < Mediana = 6,16 < E[o*|Y] = 6,40.

Para encontrar esses resultados, foi utilizado o software R (R DEVELOPMENT CORE TEAM,
2011), usando as seguintes expressoes:

"M Pardmetro 6 = [fy, 51]: Sabemos que 8 ~ t,(u,X), sendo v = n —p, p = 0 =
(XA’X)*lX’YA e ¥ = 0?(X’X)" !, sendo um estimador para o2, s> = (n — p)~ (Y —
X0) (Y — X0). Assim,

14
E[fly] = p e Var[fly] = — 3.

"« Para o?: Sabemos que o2y ~ GI%«, 3), sendo o = v/2 e 3 = vs?/2. Assim,

2
E[UQ\Z/] — % paraa>1,6>0e VaT[U2’y} = (o — 1)52(04 —2)

para a > 2,8 > 0.

"4 Para encontrar o HPD para os estimadores dos pardmetros @ e o2, geramos amostras
a partir da distribuicdo desses parametros. Apds isso, usamos funcoes especificas do
software R, como pode ser detalhado no cédigo abaixo.

“Gama Invertida

J

Cadigo R:

g
#Aplicacao a analise de regresao linear simples
#Paulino et.al. (2003) - pag. 216

B S S S

# ALTERNATIVA (4)

y=c(11.0,12.7,11.6,12.8,11.8,11.5,11.1,13.6,
12.5,13.9,15.7,17.8,17.2,14.4,15,13.8,
15.8,12.4,13.9,18,14.9,16.8,17.3,17.9,
18.4,19.6,20.1,16.6,19.3,22,19.8,27.8,
29,20.4,25,26.8,22.7,24.9,26)

x=c(213.4,426.8,487.8,518.3,579.3,640.2,701.2,731.7,
884.1,884.1,1097.6,1097.6,1128,1158.5,1158.5,1219.5,
1250,1311,1311,1463.4,1524.4,1554.9,1554.9,15564.9,
1554.9,1554.9,1554.9,1646.3,1646.3,1890.2,1951.2,2103.7,
2103.7,2164.6,2256.1,2256.1,2530.5,3231.7,3231.7)

HHHHBHBHBHBHRHAHAHRHAHAHAH AR HEHEHEHGHEHEH GRS HYS
reg <- lm(y~x);reg #regressao do modelo

VVYV + + ++VVYV + 4+ 4+ + YV VV VYV YV VYV

Call:

47
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Im(formula = y ~ x)

Coefficients:
(Intercept) X
8.553502 0.006204

HHHHBHBHBHBHBHBHBHBHBHBHRH AR HRH AR AR R H AR HEHEHS
#matrizes do modelo:

xmat <- model.matrix(reg)

x1x1 <- solve(t(xmat)%*%xmat)

xlx <- t(xmat)’%*)xmat

xly <- t(xmat)%*hy

yly <= t(y) %%y
HHBHBHBHBHBHBHBHBHBH AR BHRH AR A H R B R B R B R HRHRHAHEHE
#INFERENCIAS PARA THETA
HHBHBHBHBHBHBHBHBHBHBEHBHRH AR HRH AR AR HRHEHAHEHE
#vetor theta:

theta <- x1x1%*%xly #vetor theta

betal <- thetall];betal #parametro beta 0

[1] 8.553502
> betal <- theta[2];betal #parametro beta 1

[1] 0.006203927
> HH#AHHAHHHHHHHBHH AR B H B H R R ARG H B H AR RS
#matriz de precisao:

nu <- length(y)-length(theta) # graus de liberdade
s2 <- as.vector (t(y-xmat¥%*Jtheta)*% (y-xmat)*/theta)/nu) #var amostral
matprec <- diag(s2*solve(xlx));matprec #matriz de precisao
(Intercept) X

8.178972e-01 3.199291e-07

> HHAHHAHBHHBHHBHHAH B HBHHHHHAHHAH RS HBHHAHHAH RS HH

> #matriz de variancia e covariancia:

> vari <- (nu*s2)/(nu-2)*solve(xlx);vari #variancia

(Intercept) X

(Intercept) 0.8646341867 -4.867452e-04
X -0.0004867452 3.382108e-07

> desv <- diag(((nu*s2)/(nu-2)*solve(xlx))"{1/2});desv #desvio padrao
(Intercept) X

.9298570786 0.0005815589
HAEHHHHBFHAFHAHBHHAHHAH RS H RS HAHHAH R H B HAHHAHRRH
#Intervalos de credibilidade para theta (EXATO):

V VV V V V V V V V V V.YV

V V V V

#betal:

t <- qt(0.975,df=nu)

ICbetal <- c(betalO-desv[1]*t,betalO+desv[1]*t) ;ICbetal
(Intercept) (Intercept)

6.669433 10.437572

0
>
>
>
>
>
>

#betal:

t <- qt(0.975,df=nu)

ICbetal <- c(betal-desv[2]*t,betal+desv[2]*t) ;ICbetal
X X

vV V V V
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V VV V V V V VYV VYV VYV VYVO

.005025577 0.007382278

B e e e
#Intervalos de credibilidade para theta (APROXIMADO):

#0BS.: Nesse caso, foi gerado uma amostra t_nu(0,1) univariada

# para cada parametro do vetor theta, e posteriormente,

# feito a transformacao t-tranf=media + desv x t_nu(0,1).
# Essa mudanca torna a amostra gerada para mesma media e
# variancia da distribuicao t do parametro em estudo.

library(TeachingDemos)#pacote para carregar o comando ’’emp.hpd()’’
#betal:

set.seed(10) #semente

ran.betaO=betaO+desv[1]*rt(1075,nu) #amostra da t_nu(E[betal],desv[]~2)
mean(ran.beta0) # esperanca para betaO

[1] 8.552841

>

emp.hpd(ran.betal,conf=0.95) #intervalo de credibilidade

[1] 6.653687 10.422423

V V V V V

#betal:

set.seed(10) #semente

ran.betal=betal+desv[2]*rt(107°5,nu) #amostra da t_nu(E[betal],desv[]~2)
mean(ran.betal) # esperanca para betal

[1] 0.006203514

>

emp.hpd(ran.betal,conf=0.95) #intervalo de credibilidade

[1] 0.005015729 0.007372803

VvV VVVV VYV VYV VYV VYV VYV VYV VYVVYV

HUBHHHH R
#0utra forma de Intervalo de credibilidade para theta (APROXIMADO):

#0BS.: Nesse caso, geramos a amostra da propria distribuicao

# t multivariada, gerando assim, uma matriz com duas

# colunas. A primeira, vem de uma amostra com dist

# t_nu(beta_0,var0). A segunda vem de uma amostra com dist
# t_nu(beta_1,varl).

library(mvtnorm) # pacote para carregar o comando rmvt()

#matriz diagonal de variancia:
sig=matrix(c(vari[1,1],0,0,vari[2,2]) ,nrow = 2, ncol = 2)

#amostra da t multivariada:
set.seed(10) #semente
ran.tmult=rmvt (1075,sigma=sig,delta=theta,df=nu) #amostra t-multivariada

#betal:
mean(ran.tmult[,1]) #esperanca para beta0O

[1] 8.550616

>

emp.hpd(ran.tmult[,1],conf=0.95) #intervalo de credibilidade

[1] 6.653576 10.438435
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>

> #betal:

> mean(ran.tmult[,2]) #esperanca para betal

[1] 0.006201223

> emp.hpd(ran.tmult[,2],conf=0.95) #intervalo de credibilidade
[1] 0.005031976 0.007383050

HEHHSH RS R R R R R R

#INFERENCIAS PARA SIGMA
HEFHSHAHHEFHEH RS H AR R R R

#Parametros da gama-invertida:

a=nu/2

b=nuxs2/2

HEHHHHBFHAFHAHBHHAFHAH RS H RS HAH R RS R B R AR AR H

mean.sigma <- (nuxs2)/(nu-2)

mean.sigma <- b/(a-1);mean.sigma #esperanca de sigma”2

[1] 6.400748

> var.sigma <- b~2/(((a-1)"2)*(a-2));var.sigma #variancia de sigma”2
[1] 2.483005

> desv.sigma <- sqrt(b”2/(((a-1)"2)*(a-2)));desv.sigma #desv de sigma”2
[1] 1.575755

> HH#HHAHHHHBHHAH R AR B R B H R R AR H B H AR RS

>

V VV V V V V V V V.YV

> #Intervalos de credibilidade para sigma:

> set.seed(10) #semente

> gamainv=1/rgamma(10~5,a,b) #amostra da gama invertida
> mean(gamainv) #esperanca de sigma”2

[1] 6.413991

> emp.hpd(gamainv,conf=0.95) #intervalo de credibilidade
[1] 3.738792 9.559910

>

> HH#FHSEHHEH AR R R R R

>

> #Estatisticas descritivas:

>

> media <- b/(a-1);media

[1] 6.400748

> mediana <- 1/qgamma(0.5,a,b);mediana

[1] 6.165489

> moda <- b/(a+1) ;moda

[1] 5.744261

Solugao: (b)

Como queremos predizer a média, Y para altitudes de m locais, a correspondente densidade
preditiva a posteriori é a mistura das densidades amostrais Y|u, 02,2 ~ N(u,0?/m) pela
densidade a posteriori Normal-Gama Invertida de (u, o?).

De acordo com Charnet et al. (1999), o valor esperado para a predigdo 2000m é ¢ = [y +
B1 x 2000 = E[Y¢|Bo, B1,02] = 20,96136. Para o caso do desvio padrdo, vamos considerar
um vetor xg = [1,2000]" e s2 = (n — p)~ (Y — X0) (Y — X0). Assim, \/var(d]y) = s* x
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[x0(X'X)(x0)'] = 0,5058411. O respectivo intervalo de credibilidade HPD a 95% ¢é dado por
IC = (¢ — s X g+ s % q) = (19, 93643; 21, 98629).

Para a predicdo para m = k elemento fora da amostra, temos que var, = s? x [1/k +
x0(X'X)"'x(], e desvy = \/vary. Assim, o intervalo de credibilidade é dado por IC) =
(¢ — desvg X qi; ¢ + desvg X q;). Dessa forma, temos as médias das radiagbes em m locais a
2000m:

m=1 E[Yoly] = 20,96; +/var(Yoly) = 2,512098

IC HPD 95% : (15,87136;26,05135)

m=>5 E[Y|y] = 20, 96; var(Yoly) = 1,2111127

IC HPD 95% : (18,50738;23,41533).

De acordo com Paulino, Turkman e Murteira (2003, p. 178), temos que

Y|z ~tg (x, m+n$2) ,

mn

evidenciando que a predicao média de Y é a média a posteriori, e seu desvio padrao preditivo

— n—1 S
o(V|z) = | ——=——.
n—3 /mn_
m—+n

Seja ¢ = By + B1 x 2000 = E[Y |80, B1, %] = 20,96136.
Radiacao esperada a 2000m: ¢|y ~ t1(37;20,96;0,5524951).

Médias das radiacées em m locais a 2000m:

m=1 Yoly ~ t1(37; 20, 96; 2.49199)

E[Yoly] = 20,96; +/var(Yoly) = 2,560276

IC HPD 95% : (15,73039; 26, 10726)
m=5 Yoly ~ t1(37; 20, 96; 1, 168847)

E[Yoly] = 20,96; +/var(Yoly) = 1,200876

IC HPD 95% : (18,50782;23,37500).

Observe-se a coincidéncia da média a posteriori de ¢ e da média preditiva (a posteriori) de
Y e o aumento das correspondentes variancias distribucionais quando se passa de ¢ para Y
quando m =5 e m = 1, por esta ordem, com seus reflexos nos intervalos HPD.

Cadigo R:

P 2 s
>

> #Andlise preditiva:

>

>

> #Valor esperado da radiacao para a altitude 2000m:

51
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> phi=betalO+betal*2000;phi
[1] 20.96136

ST s e S S S e S s e S R S e
# Parametros da distribuicao t-univariada:
# (Charnet et. al, 1999, pag. 104)

HEH R

#INTERVALOS DE CREDIBILIDADE EXATOS:

HAEHHHHBHHAHHAH B H B HBHHAH R H RS H RS R A H

#Altitude 2000m:

mean.pred <- phi;mean.pred

[1] 20.96136

>

> s2 #variancia amostral

[1] 6.054762

> x0 <- matrix(c(1,2000) ,ncol=2)

> var <- s2*(x0%*}solve (t(xmat)%*jxmat)%*%t (x0)) ;var
[,1]

[1,] 0.2558752

> desvpad.y <- sqrt(var);desvpad.y
[,1]

[1,] 0.5058411

>

> #IC exato:

> t<-qt(0.975,df=nu)

> IC <- c(mean.pred-desvpad.y*t,mean.pred+desvpad.y*t);IC

[1] 19.93643 21.98629

>

> HH#HHAHBHHBHHAHHAH R HBHHAFHAH RS H R H A

> # m=1:

> mean.pred <- phi;mean.pred

[1] 20.96136

>

> s2 #variancia amostral

[1] 6.054762

> x0 <- matrix(c(1,2000),ncol=2)

> var <- s2*(1+x0%x*%solve (t (xmat)*%xmat)%*%t (x0)) ;var
[,1]

[1,] 6.310637

> desvpad.y <- sqrt(var);desvpad.y
[,1]

[1,] 2.512098

>

> #IC exato:

> t<-qt(0.975,df=nu)

> IC <- c(mean.pred-desvpad.y*t,mean.pred+desvpad.y*t);IC

[1] 15.87136 26.05135

>

> #H#HHHHBHH AR RS HR R R R

V VV V V V V V V V.YV
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> # m=5:

> mean.pred <- phi;mean.pred

[1] 20.96136

>

> s2 #variancia amostral

[1] 6.054762

> x0 <- matrix(c(1,2000) ,ncol=2)

> var <- s2*%(1/5+x0%x*%solve (t(xmat)%*jxmat) %*%t (x0)) ;var
[,1]

[1,] 1.466828

> desvpad.y <- sqrt(var);desvpad.y

[,1]
[1,] 1.211127
>
> #IC exato:

> t<-qt(0.975,df=nu)
> IC <- c(mean.pred-desvpad.y*t,mean.pred+desvpad.y*t);IC
[1] 18.50738 23.41533

HHHFHHFHHHRH R B R H RS R B R H SR HERH SR H SRR H SRS RS H SR 7 #
#Parametros da distribuicao t-multivariada (APROXIMADOS):
#Paulino et.al (2003)

HHFHHF R R R T

#Para m=1:

m=1 #numero de m locais a prever o valor medio da radiacao
n=length(y);n # tamanho da amostra original
[1] 39

>

>

> #Parametro de localizacao:

> mean.pred <- phi;mean.pred

[1] 20.96136

>

> #Parametro de escala:

V V V V V V V V V

> s2 #variancia amostral

[1] 6.054762

> esc.pred <-sqrt((m+n)/(m*n)*s2);esc.pred
[1] 2.49199

#desvio padrao:
divl <- sqrt((n-1)/(n-3)) # func auxl
div2 <- sqrt((m*n)/(m+n)) # func aux2

V V V V V V

desvpad.y <- divl*sqrt(s2)/div2;desvpad.y #desvio padrao

[1] 2.560276

>

> set.seed(10) #semente

> ran.yl=phi+desvpad.y*rt(1075,nu) #amostra da t_nu(E[],desv[]~2)
> mean(ran.yl) # esperanca a 2000m

[1] 20.95954

53
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> library(TeachingDemos)#pacote para carregar o comando ’’emp.hpd()’’
> emp.hpd(ran.yl,conf=0.95) #intervalo de credibilidade
[1] 15.73039 26.10726

>
> HHHHH S R
> #Para m=5:

> m=5 #numero de m locais a prever o valor medio da radiacao
> n=length(y);n # tamanho da amostra original

[1] 39

>

>

> #Parametro de localizacao:

> mean.pred <- phi;mean.pred

[1] 20.96136

>

> #Parametro de escala:

> s2 #variancia amostral

[1] 6.054762

> esc.pred <-sqrt((m+n)/(m*n)*s2);esc.pred

[1] 1.168847

#desvio padrao:
divl <- sqrt((n-1)/(n-3)) # func auxl
div2 <- sqrt((m*n)/(m+n)) # func aux2

V V. V V VvV V

desvpad.y <- divl*sqrt(s2)/div2;desvpad.y #desvio padrao

[1] 1.200876

>

> set.seed(10) #semente

> ran.yb=phi+desvpad.y*rt(107°5,nu) #amostra da t_nu(E[],desv[]~2)

> mean(ran.y5) # esperanca a 2000m

[1] 20.9605

> library(TeachingDemos)#pacote para carregar o comando ’’emp.hpd()’’
> emp.hpd(ran.y5,conf=0.95) #intervalo de credibilidade

[1] 18.50782 23.37500

6.3 Lista 3

Exercicio proposto 6.4: Séries temporais - Inferéncia Bayesiana

Seja,
Yi = 01Yio1 + ¢V + €, e ~ N(0,1),
Yl }/() Y_l €1
e I RO N
: : : b2 :
Yn Yn—l Yn—2 ¢ €n
—_—
Y X €
Y = Xo¢+e,

um modelo autorregressivo AR(2) de uma série temporal.
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A condicdo para estacionariedade para a série é

p1+¢2 <1
P2 — 1 <1
1< g < 1.

2

Encontre a distribuicdo a posteriori para ¢ = (¢1,¢2) e 0 e o HPD para esses parametros.

Considere que n = 1000.

J

Considere ¢ = —0, 6. Entao,

WMoy >¢po—1=¢1>—-0,6—1=¢>—1,6;
W1 <1l—¢ga=¢<1+0,6=¢<1,6.

Assim, os valores de ¢ para que o modelo seja estaciondrio é —1,6 < ¢; < 1,6. Portanto,
vamos considerar que ¢; = 0, 8.

A seguir indicaremos os principais resultados relativos as distribuicoes a posteriori para os
parametros do modelo:

Modelo para ¢1: ¢1ly ~ t1(998;0,8301865; 0,0006109596).

A média e o desvio padrao a posteriori de ¢; sdo respectivamente dados por E[¢ily] =
0,8301865 e /var(p1|y) = 0,0247424. O correspondente intervalo de credibilidade HPD a
95% é (0, 7815556; 0,8788982).

Modelo para ¢o:: oy ~ t1(998; —0, 6255618; 0, 0006109746).

Este pardmetro representa a posteriori uma média e um desvio padrao dados por E[pa|y] =
—0,6255618 e \Jvar(pszly) = 0,0247427. O seu intervalo de credibilidade HPD a 95% dado por
(—0,6741933; —0, 5768495).

Variancia do modelo amostral: o2|y ~ G1(449;490, 5859).

A esperanca ¢ dada por E[o?|y] = 0,985122 e o desvio padriao /var(c2y) = 0,001952608. O
intervalo de credibilidade HPD a 95% é dado por (0,8998899; 1,0726488).

Para encontrar esses resultados, foi utilizado o software R (R DEVELOPMENT CORE TEAM,
2011), usando as seguintes expressoes:

4 Parametro ¢ = [¢1, ¢2)': Sabemos que ¢ ~ t,(u, ), sendov = n—p, p = (X'X)"1X'Y e

¥ = 02(X'X) ™!, sendo um estimador para 02, s = (X'X) "} (n—p) " (Y—Xo) (Y—X¢).
Assim,

E[gly] = e Varlgly] = —.

"« Para 0?: Sabemos que 02|y ~ GI%«, ), sendo o = v/2 e 3 = vs?/2. Assim,

2)
Elo?|y] = % para o > 1,6 > 0 e Var[o?|y] = (a— 1)52(04 —2)

para o > 2,3 > 0.

"4 Para encontrar o HPD para os estimadores dos pardmetros ¢ e o2, geramos amostras
a partir da distribuicdo desses parametros. Apods isso, usamos funcoes especificas do
software R, como pode ser detalhado no cédigo abaixo.

“Gama Invertida
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Cddigo R:

#gerar valores de um AR(2): Y(t)=phi_1 x Y(t-1)+ phi_2 x Y(t-2) + e(t)

phil=0.8 #parametro do modelo AR(2)
phi2=-0.6 #parametro do modelo AR(2)
p=2 # num de parametros do modelo AR(2)
n=1000 # tamanho da amostra

#erro:
set.seed(10) #semente
erro=rnorm(n) #normal padrao

#gerando a serie
y=numeric(n)

for(t in (p+1):n){
y[t]l=philxy[t-1]+phi2*y[t-2]+erro[t]
}

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

+

o

>

> #matriz X:

> X=matrix (0, (n-p),p)
> for(j in 1:p) {

+ for(i in (p+1):n){

+ X[(-p), 3] <= y[G-P]
+ }

+ 7

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

Y=y [(p+1) :n] #vetor Y

HEH R
#matrizes do modelo:

x1x1l <- solve(t(X)%*%X)

xlx <- t(X)%*%X

xly <= t(X)%*%Y

yly <= t(Y)%*%Y

B R R S R R S S S R S S g R
#INFERENCIAS PARA PHI:
HHBHBHBHBHBHBHBHBHBH AR B H AR AR A HR B R B R B R B R B AR A HEHE
#vetor phi:
phi <- x1x1%x*¥%xly #vetor phi
phil <- phi[1];phil #parametro phi 1
[1] 0.8301865
> phi2 <- phi[2];phi2 #parametro phi 2
[1] -0.6255618
> HHAHHAHHHHBHHAHHAH B AR B HHHHAH R H B HBHHAH B RS HH
> #matriz de precisao:
> nu <- length(y)-length(phi);nu # graus de liberdade
[1] 998
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> 52 <- as.vector (t(Y-X%x%phi)%*%(Y-X)*%phi) /nu) ;s2 #var amostral
[1] 0.9831381
> matprec <- diag(s2*solve(xlx));matprec #matriz de precisao
[1] 0.0006109596 0.0006109746
> HHHHHAHAHAHAHAEHEHEHEHGHEHGHE R R B RS HABHBH R HHH
> #matriz de variancia e covariancia:
> vari <- (nu*s2)/(nu-2)*solve(xlx);vari #variancia
[,1] [,2]
[1,] 0.0006121865 -0.0003127031
[2,] -0.0003127031 0.0006122014
> desv <- diag(((nu*s2)/(nu-2)*solve(xlx))~{1/2}) ;desv #desvio padrao
[1] 0.0247424 0.0247427

B

#Intervalos de credibilidade para phi:

#0BS.: Nesse caso, foi gerado uma amostra t_nu(0,1) univariada
# para cada parametro do vetor phi, e posteriormente,

# feito a transformacao t-tranf=media + desv x t_nu(0,1).
# Essa mudanca torna a amostra gerada para mesma media e

# variancia da distribuicao t do parametro em estudo.

library(TeachingDemos)#pacote para carregar o comando ’’emp.hpd()’’
#phil:

set.seed(10) #semente

ran.phil=phil+desv[1]*rt(10°5,nu) #amostra da t_nu(E[beta0],desv[]~2)
mean(ran.phil) # esperanca para phil

[1] 0.8301312

> emp.hpd(ran.phil,conf=0.95) #intervalo de credibilidade

[1] 0.7815556 0.8788982

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

#phi2:
set.seed(10) #semente

ran.phi2=phi2+desv[2]*rt (1075,nu) #amostra da t_nu(E[betall],desv[]~2)
mean(ran.phi2) # esperanca para phi2

[1] -0.6256171

> emp.hpd(ran.phi2,conf=0.95) #intervalo de credibilidade

[1] -0.6741933 -0.5768495

V V V V V

library(mvtnorm) # pacote para carregar o comando rmvt()

#matriz diagonal de variancia:
sig=matrix(c(vari[1,1],0,0,vari[2,2]) ,nrow = 2, ncol = 2)

>

> HHHHHHHHHHHH R R R R R R R R R

> #0utra forma de Intervalo de credibilidade para phi:

>

> #0BS.: Nesse caso, geramos a amostra da propria distribuicao
> # t multivariada, gerando assim, uma matriz com duas

> # colunas. A primeira, vem de uma amostra com dist

> # t_nu(phi_1,varl). A segunda vem de uma amostra com dist
> # t_nu(phi_1,var2).

>

>

>

>

>
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#amostra da t multivariada:
set.seed(10) #semente
ran.tmult=rmvt(1075,sigma=sig,delta=phi,df=nu) #amostra t-multivariada

#phil:

mean(ran.tmult[,1]) #esperanca para phil

[1] 0.8301055

> emp.hpd(ran.tmult[,1],conf=0.95) #intervalo de credibilidade
[1] 0.7814045 0.8785823

>

> #phi2:

> mean(ran.tmult[,2]) #esperanca para phi2

[1] -0.6256773

> emp.hpd(ran.tmult[,2],conf=0.95) #intervalo de credibilidade
[1] -0.6744183 -0.5776214

V V V V V Vv V

HHBHBHBHBHBHBHBHBHBHBHBH AR AR A HRHRHAHRHRHAHAHEHS

#INFERENCIAS PARA SIGMA

C T s e S s S T e s T e e T T

#Parametros da gama-invertida:

a=nu/2;a

[1] 499

> b=nux*s2/2;b

[1] 490.5859

> HH#AFHHHHHHBHHAHHAF R HBHHHFHAHHEH RS H RS HAFHAH RS S

> mean.sigma <- (nu*s2)/(nu-2)

> mean.sigma <- b/(a-1);mean.sigma #esperanca de sigma”2

[1] 0.9851122

> var.sigma <- b72/(((a-1)"2)*(a-2));var.sigma #variancia de sigma™2
[1] 0.001952608

> desv.sigma <- sqrt(b”2/(((a-1)"2)*(a-2)));desv.sigma #desv de sigma”2
[1] 0.04418832

HHHHHHBHHAHHRH R HAHH AR H R H AR R R R AR RS

V V V V Vv V

#Intervalos de credibilidade para sigma:

set.seed(10) #semente

gamainv=1/rgamma(1075,a,b) #amostra da gama invertida
mean(gamainv) #esperanca de sigma”2

[1] 0.9855017

> emp.hpd(gamainv,conf=0.95) #intervalo de credibilidade
[1] 0.8998899 1.0726488

>
>
>
>
>
>
>
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6.4 Lista 4

Exercicio proposto 6.5: Séries temporais - Inferéncia Bayesiana

Seja,

Y, = 6Yi1+e, SN0,

iid

T=2=02>0~Gala=1,8=2),

8 Na=1b=2)

Y Yo &l

Y Yy €

= : 01 + .

Y, Y1 €n

—_——— —_——
Y X €
Y = X0 +e,

um modelo autorregressivo AR(1) de uma série temporal.
Seja,

Yi = Y1 +60Y 2+, Eti'igN(O,T_l)v
T:2:0_2>O%1Ga(a:1,ﬁ:2),

iid |1 __20
oonlo- ][]

Yi Yo Y €1
Y, ii Y < 0, ) €2
. = . . + .
o o o 02 o
Y, Yo1 Yao 0 €n
— —
Y X €
Y = X0 +e¢,

um modelo autorregressivo AR(2) de uma série temporal.

Use o Amostrador de Gibbs, e estime os pardmetros dos modelos e obtenha representagoes
graficas das distribuigoes a posteriori.

\ J

O modelo AR(1) é autorregressivo de primeira ordem e é estacionario se || < 1. O modelo
AR(2) é autorregressivo de segunda ordem, ¢é estacionario se

01 +60, <1
92—(91<1
—-1<6y<1.

Para a solugdo analitica desse problema, vamos usar o modelo autorregressivo geral AR(p),
dado por

G(B)Y%:tft, t:1,2,
em que € é o ruido branco com precisao T,

6(B)=1—0,B—6,B—...—6,B,
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e BY; =Y, 1, i=1,2,...,n. O processo é estacionario se as raizes de §(B) = 0 estdo fora
do circulo unitério.
Suponha que ha n observagoes Y1, Ya, ..., Y, de um processo AR(p), entdo

0B)Y,=¢, t=1,2,...,n

em que yo, Y1, Yy1—p Sa0 observacoes iniciais assumidas constantes conhecidas. Desde que 1,

€, ..., €y sejam i.i.d. N (0,77 1), a funcio de verossimilhanca das n observacdes é
n
Fr,y2, - ynl0,7) o [ 7 %exp {—; (Yt —Oryt—1 — ... — pyt—p)Q}
i=1 :
X Tn/2 exXp {_72— Z (yt - elyt—l — ... pyt—p)Q} 5
t=1

emquef, eR, i=1,2,....p,7>0, ey ER, t=1,2,...,n.
Usando a forma matricial, temos:

Yl Yb Y_l Y_Q 500 Y_p 91 €1
Y2 Yl Yb Y_3 PN le—p 92 €9
- o o o o o o T o
Y, Vo1 Yoo Yug ... Y, 0, €n
—_——— N——
Y X /] €
Y = X0+e

Assim, a fungdo de verossimilhanca de forma matricial é

T

FY10,7) o T"/Qexp{ 2(Y—X6)’(Y—X0)}.

Considerando as priori’s:

p(6) x exp {36~ WP U6 )|, R

densidade marginal a priori de @, em que P a matriz de covariancia, e
p(1) o le=™8 >0

¢é a densidade marginal a priori de 7. Os hiperparametros conhecidos sao u, P, a e 3, em que
ueERP a>0,8>0,eP éamatriz de covaridncia positiva definida de ordem p.
Considerando ainda que @ e 7 sdo independentes a distribuigao conjunta P(0,7) = P(6)x P(T).
Usando o Teorema de Bayes, a densidade posteriori dos parametros 6 e 7 é

PO,7Y) = f(Y|0,7)P(6,T)

o T2 exp {—;(Y — X0)(Y — XO)} x

1
X exp {2(0 —p)PL(O - u)} 7o le=h

n+2a -1

o« T 2 _exp {—; (Y —X0)'(Y — X0) + 28] — %(9 — )P0 - u)}

A distribuigao condicional P(7|0,Y) é

n+2a 1

P(r]0.Y) « 80 exp{—;[(Y—XG)’(Y—X0)+2B]}
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sendo

—_ , —_—
710,Y ~ Gama (n—I—Qa (Y = X0y (¥ X0)+25).

2 2
A distribuigao condicional P(@|7,Y) é

n+p+2a -1

PO|7,Y) o 7 2 “lexp {—; 28+ Y'Y - Y'X0 - 0X'Y +6X'X0)] - % [a’Pfle—
0P 'y — PO+ u’P—lp,}}

o exp {—; [275 +7Y'Y - (1Y'X)0 - 0'(X'Y) + 0'(rX'X)0 + 0P~ 10—
0P lp— PO+ u'P_lu}}

e B {—; [~(7Y'X)0 — 0/(rXY) + 0/(rX'X)0 + 0'P~'0-
0P ;/P*H‘)H

o exp {—; [—(TY’X + P He -0 (XY +P ) +0(rX'X + P—l)e} }

o exp {—; [[0 —((X'X)+ P H XY+ P 1)) [r(X'X + P )]x

x[0 — (7(X'X) + P H 1 X'Y + P 1p)]—

— (XY +P ) (r(X'X) + P HT (XY + P 1)

T ——
o exp = 10~ (((X'K) + P XY + P [r(X'X + P x
<[ — (r(X'X) + P~ (+X'Y + P p]] ).
sendo
Olr.Y ~ N, ((r(X'X)+P )7 (rX'Y + Py, [r(X'X + P71

Desses resultados, poderemos usé-los para desenvolver as rotinas do algoritmo amostrador de
Gibbs para qualquer p do processo AR(p). A seguir, faremos as rotinas em R para os casos
AR(1) e AR(2).

\. J

Cédigo R: AR(1)

HESHH AR
#Amostrador de Gibbs para o modelo AR(1)
HHHBHHAHHAH B HBHH AR AR R H R R AR R H R HH
#

#

HERHHBHAHHARHHBRFHHH

#pacotes necessarios

HESHH AR HHASHHBR S HH

library(MASS) #carregando mvrnorm()
library(TeachingDemos)#pacote para carregar o comando ’’emp.hpd()’’
HESHHBHFHHAFHHBRSFHHH

#

vV VV V V V V V V V V.YV
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#

n=1000 # tamanho da série

theta=0.8 #parametro da serie temporal
tau=2 #preciséo

p=1 # um parametro para o modelo AR(1)

#gerando a serie do processo AR(1)
y=numeric(n)
#
ps s e T S 2
#erro da serie estimada
HHUFHFHFHHHHHH R R AR
#
erro=rnorm(n,0,sqrt(1/tau))
for(t in (p+1):n){
y[t]=thetaxy[t-1]+erro[t]
}
#
B SR SR e e S e B
#matriz X:
X=matrix (0, (n-p),p)
for(j in 1:p) {
for(i in (p+1):n){
X[(i-p),jl <= y[(i-j)]
}
}

Y=y [(p+1) :n] #vetor Y

HHHHEEEE R R R R R

#

T

#parametros da distribuicao normal p/ theta

B S S

mu=1 #media

P=2xdiag(p) ;P #matriz covariancia - positiva definida
[,1]

[1,] 2

#

HHBHHHHHHHH R BRI R R

#parametros da distribuicao gama p/ tau

s

alpha=1

beta=2

#

#

I

#ALGORITMO DE GIBBS

I

#

#M: num de iteracoes

M=10000

vV VVVVVVVYV + +++VVVVYV + +YV VVVVVVVVVVVYVVYV

vV VV V V V V V VYV VVYVYV
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> #

> #taunew: valor a ser gerado

> taunew <- 1.5 #valor inicial

> #

> #thetanew: valor a ser gerado

> thetanew <- 0.3 #valor inicial

> #

> #

> for(i in 2:M){

+

#parametros da condicional de tau (pag. 57):
alphanew <- (n+2*alpha)/2

betanew <- (2xbeta+t(Y-X)*Vthetanew[i-1])%*% (Y-X)*/ithetanew[i-1]))/2

#Gerando iterativamente:
taunew <- rbind(taunew,rgamma(l,alphanew,betanew))

#parametros da Condicional de theta:

munew <- solve(taunew[i]* (t(X)%*%X)+solve(P))%*%
(taunew [i]* (t (XD %*%Y)+solve (P)%*%mu)

sigma <- solve(taunew[i]*(t (X)%*%X)+solve(P))

#Gerando iterativamente:
thetanew <- rbind(thetanew,mvrnorm(l,munew,sigma))

+ + + + + + + F + + + + + + + + o+

}

> #

> #encontrando o valor esperado para tau
> mean (taunew)

[1] 2.047159

> #

> #intervalo de credibilidade para tau

> emp.hpd(taunew, conf=0.95)

[1] 1.869342 2.229360

> #

> #

> #tencontrando o valor esperado para theta
> mean(thetanew)

[1] 0.7895878

> #

> #intervalo de credibilidade para theta
> emp.hpd(thetanew,conf=0.95)

[1] 0.7496022 0.8266618

Cédigo R: AR(1)

> HHHHHH R R R R R
> #tgrafico dos valores estimados dos parametros

> HHHHHH R R R R R
> plot.ts(taunew)
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Figura 6.1
> plot.ts(thetanew)

Figura 6.2

22

taunew
18

14

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

Time

Figura 6.1: Grafico da cadeia gerada pelo algoritmo Amostrador de Gibbs para o pardmetro 7.

07
|

thetanew

08
|

03
|

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

Time

Figura 6.2: Gréfico da cadeia gerada pelo algoritmo Amostrador de Gibbs para o pardmetro 6.

Cédigo R: AR(1)

B s s
#grafico indicando os lags significativos (autocorrelacao)
g s s
acf (taunew)

Figura 6.3
acf (thetanew)

Figura 6.4

Cédigo R: AR(2)

> HH#HHAH R R R
> #Amostrador de Gibbs para o modelo AR(2)
> HHEHHHEHEEHHEEEEREEHEE R R
> #
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Series taunew

08

ACF
04

Figura 6.3: Grafico de autocorrelagao da cadeia gerada pelo algoritmo Amostrador de Gibbs para o
parametro 7.

Series thetanew

08
|

ACF
04

Figura 6.4: Grafico de autocorrelagdo da cadeia gerada pelo algoritmo Amostrador de Gibbs para o
parametro 6.

#

HESHH AR AR AR

#pacotes necessarios

HESHH B R AR

library(MASS) #carregando mvrnorm()
library(TeachingDemos)#pacote para carregar o comando ’’emp.hpd()’’
HERHHBHAHHAFHHBRSHHH

#

#

n=1000 # tamanho da série

thetal=0.8 #parametro do modelo AR(2)
theta2=-0.6 #parametro do modelo AR(2)
tau=3 #preciséo

p=2 # um parametro para o modelo AR(2)

VvV VV V V V V V V V VYV V.YV

Cédigo R: AR(2)

HAHBHHAHHAH B H B HRHHAHH
#erro da serie estimada
HAHBHHAHHAH B HBHHAHHAHH
erro=rnorm(n,0,sqrt(1/tau))
#

V V V V V
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HESHHHHFHHAFHH B HHRA SRR ASH R B FHRAS
#gerando a serie do processo AR(2)
HESHHHHFHHAFHH B HHBR SRR ASH R B HRRS
y=numeric(n)
for(t in (p+1):n){

y[t]=thetal*y[t-1]+theta2*y[t-2]+erro[t]
}
#
HERHHHAFHH B HRR SRR HRRH
#matriz X:
X=matrix (0, (n-p),p)
for(j in 1:p) {

for(i in (p+1):n){

X[G-p),jl <= y[@E-7)]

}

}

Y=y[(p+1) :n] #vetor Y

HH#HBH R R HRHRHBHBHBHBH B RS

#

HHHHBHBHBHBH AR A HRHAHAHAEHEHEHEHEH GRS RS H GBS 7Y
#parametros da distribuicao normal p/ theta
HESHHBHFHHAFHHRAFHRASHH B HHBRSH R B HHRASH R AR

mu=c(1,1) #media

P=2xdiag(p) ;P #matriz covariancia - positiva definida

VVVVVVVVYV + + + +VVVVYV + 4+ V VV V.YV

[,1] [,2]
1,] 2 0
2,] 0 2

#
s
#parametros da distribuicao gama p/ tau
s
alpha=1

beta=2

#

#

I

#ALGORITMO DE GIBBS

HHBHH A HHHRR AR

#

#M: num de iteracoes

M=10000

#

#taunew: valor a ser gerado

taunew <- 4 #valor inicial

#

#thetanew: valor a ser gerado

thetanew <- rbind(c(2,-1)) #valor inicial
#

#

for(i in 2:M){

vV VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVMAAmMm
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#parametros da condicional de tau (pag. 57):

alphanew <- (n+2*alpha)/2

betanew <- (2*betat+t(Y-X/*/thetanew[i-1,])%x*}
(Y-X%*hthetanew[i-1,1))*(1/2)

#Gerando iterativame
taunew <- rbind(taunew,rgamma(l,alphanew,betanew))

#parametros da Condicional de theta:

munew <- solve(taunew[i]*(t(X)%*%X)+solve(P))%*%
(taunew [i]* (t (X) %*%Y) +solve (P) %*%mu)

sigma <- solve(taunew[i]*(t(X)%*%X)+solve(P))

#Gerando iterativamente:
thetanew <- rbind(thetanew,mvrnorm(l,munew,sigma))

+ + + + + + + + + +F + + A+ + + + + A+ o+

3

> #

> #encontrando o valor esperado para tau

> mean (taunew)

[1] 3.033506

> #

> #intervalo de credibilidade para tau

> emp.hpd(taunew, conf=0.95)

[1] 2.761919 3.289148

> #

> #

> #encontrando o valor esperado para phi

> apply(thetanew,2,mean)

[1] 0.8085643 -0.5885005

> apply(thetanew,2,emp.hpd,conf=0.95)
[thetal] [theta 2]

[1,] 0.7575882 -0.6409099 #Limite inferior

[2,] 0.8582705 -0.5390941 #Limite superior

Cédigo R: AR(2)

g s
> #grafico dos valores estimados dos parametros

g s s s
> plot.ts(taunew)

Figura 6.5
> plot.ts(thetanew)

Figura 6.6
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Figura 6.5: Grafico da cadeia gerada pelo algoritmo Amostrador de Gibbs para o pardmetro 7 do
modelo AR(2).

thetanew
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Figura 6.6: Gréfico da cadeia gerada pelo algoritmo Amostrador de Gibbs para o pardmetro 6 do
modelo AR(2).

Cdédigo R: AR(2)

> HHHEEHEH R AR R R R
> #grafico indicando os lags significativos (autocorrelacao)
> HHEHEHEH R R R R R R R
> acf (taunew)

Figura 6.7
> acf(thetanewl[,1])

Figura 6.8

Cédigo R: AR(2)

> acf(thetanewl[,2])

Figura 6.9
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Figura 6.7: Grafico de autocorrelagao da cadeia gerada pelo algoritmo Amostrador de Gibbs para o
pardmetro 7 do modelo AR(2).
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Figura 6.8: Grafico de autocorrelacao da cadeia gerada pelo algoritmo Amostrador de Gibbs para o
pardmetro 6; do modelo AR(2).
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Figura 6.9: Grafico de autocorrelagdo da cadeia gerada pelo algoritmo Amostrador de Gibbs para o
pardmetro 02 do modelo AR(2).
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Exercicio proposto 6.6

Encontre as marginais:
PO]Y) — /P(o,T\Y)dT
D
P(r[Y) = /P(a,T\Y)da
D

distribuigoes dos pardmetros do modelo AR(p), utilizando os algoritmos MCMC para gerar
amostras dessas distribuigdes por meio das condicionais completas P(0|7,Y) e P(7]0,Y) en-
contradas no Lista 4. Assim, use o algoritmo de Gibbs para gerar a cadeia de Markov da qual
a distribuigao de equilibrio é P(0|Y) e o algortimo de Metropolis Hastings para gerar a cadeia
de Markov da qual a distribuigdo de equilibrio é P(7]Y) (Estamos considerando a titulo de
ilustracao que P(7|0,Y) nao tem distribuigdo conhecida e utilizaremos a distribui¢ao N (0, 1)
como distribuicao auxiliar).

Cédigo R: AR(2)

B S s s S T
#Amostrador de Gibbs e Hastings Metropolis para o modelo AR(2)
I 33
#0BS.: No algoritmo quando n é muito grande, exige que o num

de iteragoes (M) seja também. A escolha da fungao auxiliar
é extremamente importante. Observe que meu tau=1. Assim
estou usando a func aux |X|~N(0,1). Se esse tau fosse

3, a N(0,1) ndo seria a mais adequada, teriamos que

variar os parémetros para varrer o dominio de forma

que ficasse o mais prox possivel do valor real para tau

H OH H H H K H H

HERHHHRFHH AR HRAS RS

# limpando a memdria

rm(list=1s())

HHBHBH R BB RH R BB

#

HHHHHH R R R R R BRI

#pacotes necessarios
HESHHHARHHBHHHRASHHE

library(MASS) #carregando mvrnorm()
library(TeachingDemos)#pacote para carregar o comando ’’emp.hpd()’’
HESHHHA R AR

#

#

n=100 # tamanho da série

thetal=0.8 #parametro do modelo AR(2)
theta2=-0.6 #parametro do modelo AR(2)
tau=1 #preciséo

p=2 # um parametro para o modelo AR(2)
#

HESHHBR SRR R

#erro da serie estimada

HESHHHR AR

vV VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYyV
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#
set.seed(1) #semente
erro=rnorm(n,0,sqrt(1/tau))
#
B i e B e e e e e e B e e B 2 2
#gerando a serie do processo AR(2)
HHHHHHHHHHRH AR HEHEHEHEHEH GRS RS RS H
y=numeric(n)
for(t in (p+1):n){

y[t]l=thetal*y[t-1]+theta2*y[t-2]+erro[t]
}
#
HHBHBHRHBHRHRHRH R B R B R B R B RS
#matriz X:
X=matrix (0, (n-p),p)
for(j in 1:p) {

for(i in (p+1):n){

X[G-p),j] <= y[@E-30]

}

}

Y=y [(p+1) :n] #vetor Y

HEHHHHAHHEH SR RS HAF R SR RS R

#

HEHHHHAEFHEH RS H AR AR SR RS R R R

#parametros da distribuicao normal p/ theta
HEHHHHAFHAEF RS R AR AR R RS R

mu <- c(1,1) #media

P <- 2xdiag(p);P #matriz covariancia - positiva definida

vV VVVVVVVYV + + ++VVVVYV + 4+ YV VVV VYV VVYV

[,1]1 [,2]
1,] 2 0
2,] 0 2

**

HHFHHHHHAEAE R R R R
#parametros da distribuicao gama p/ tau
HHFHHHHH A R R R R
alpha <- 1

beta <- 2

#

I

#INICIO DO ALGORITMO
HFHH

#M: num de iteracoes

M=10000

#

#taunew: valor a ser gerado

taunew <- 2 #valor inicial

#

#thetanew: valor a ser gerado

thetanew <- rbind(c(2,-1)) #valor inicial (nfo precisa ser gerado)
#

vV VVVV VYV VYV VYV VYV VYV VYV YV YVMAmMm
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> #

> #Taxa:

> taxa <- 0

> #

> for (i in 2:M) {
HEHHSH SRR
#ALGORITMO DE GIBBS
HEHHSH S H A
#

#parametros da Condicional de theta (pag. 58):
munew <- solve(taunew[i-1]%*(t(X)%*%X)+solve(P))%*%
(taunew [i-11* (t (X)%*%Y)+solve (P) ¥ *x%mu)
sigma <- solve(taunew[i-1]*(t(X)%*%X)+solve(P))
#Gerando iterativamente:
thetanew <- rbind(thetanew,mvrnorm(l,munew,sigma))
#
HHHAHAHHHHRHBHBHBHAHBHRHAHAHEHEHEH
#ALGORITMO DE HASTINGS E METOPOLIS
HEHAHAHHHHHH B HBHBH AR A HRHAHAHAHEHEH
#
#soma de quadrado
sqd <- function(theta){
sq = t(Y-X¥/*%theta))x/ (Y-X)*x/theta)
return(sq)
}
#
#gerando tau de uma distribuig8o auxiliar N(O,1)
taunewc=abs (rnorm(1)) #tau candidato com protecao |taul|~N(0,1) > 0
#
#gerando uma uniforme
u=runif (1)
#
#Gerando valores da condicional de tau
pscale <- (n+2*alpha)/2
pshape <- sqd(thetanew[i,])+2xbeta
PN= taunewc” (pscale-1)*exp(-taunewc/2* (pshape))
PA= taunew[i-1]" (pscale-1)*exp(-taunew[i-1]/2* (pshape))
#
#Gerando valores da distribuigdo auxiliar N(0,1)
gN = exp((-taunewc™2)/(2))
gA = exp((-taunew[i-1]72)/(2))
#
a=min (1, (PNxqA)/ (PA*qgN))
#
if (u<=a){
taunew <- rbind(taunew,taunewc)
taxa=taxa+1l # conta quantas vezes a cadeia recebeu um novo valor
}

else taunew <- rbind(taunew,taunew[i-1])

V+ + + ++ 4+ 4+ +++++++++++++++ A+ ++ + o+

H Y
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> HHSHHHHHHHEHHH SRS T
> #Verificando a taxa de aceites da func aux
> HHHHHHHHHHHHHH SRS H
> taxa
[1] 2032
> #
> #
> HHHHHHHHHHHHHHHH R HHH AR HH SRR HH RS RH
> ######Média e intervalo de Credibilidade#######
> HHHHHHHHHHFHHHHHH R HHHHRHHH AR HHFE R B RSB HH SR RH
> #
> #Tau (Média):
> mean (taunew)
[1] 1.187192
> #Tau (IC):
> emp.hpd(taunew,conf=0.95)
[1] 0.8664238 1.5104527
> #
> #Theta (Média):
> apply(thetanew,2,mean)
[1] 0.8563314 -0.6208276
> #Theta (IC:
> apply(thetanew,2,emp.hpd, conf=0.95)
[,1] [,2]
[1,] 0.695588 -0.7823651
[2,] 1.017716 -0.4579176
> #

Cédigo R: AR(2) - Gréaficos para o pardmetro 7

HEHBHHAHHAH R HBHHH
#####Graficos###it#
HAHBHHAHHAH B HBHHH

#

#Tau (Série):
plot.ts(taunew)

#Tau (Densidade):
plot (density(taunew))

V V V V V V V V

Figura 6.10

> #Tau (Densidade):
> plot(density(taunew))

Figura 6.11
Cédigo R: AR(2) - Gréaficos de autocorrelagao para 7
> #

> R R R R R R R
> #grafico indicando os lags significativos (autocorrelacao)
> HHHHHH R R R R R
> #Tau:
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Figura 6.10: Grafico da cadeia gerada pelo algoritmo para o parametro 7 do modelo AR(2).

density.default(x = taunew)

20

Density
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I T I
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N=10000 Bandwidth = 0.02289

Figura 6.11: Grafico da densidade da cadeia gerada pelo algoritmo para o pardmetro 7 do modelo
AR(2).

> acf (taunew)

Figura 6.12

Series taunew

08

ACF
04

a _-- J--HUJ-LL+H+ --------------------- ——

Figura 6.12: Grafico de autocorrelagao da cadeia gerada pelo algoritmo para o parametro 7 do modelo
AR(2).
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Cédigo R: AR(2) - Graficos de autocorrelagao para 6

> #HHHAH R
> #Theta (Série):
> plot.ts(thetanew)

Figura 6.13

thetanew

15

Series 2 Series 1
0605

-1.0

I I I I I I
0 2000 4000 6000 8000 10000

Time

Figura 6.13: Grafico de autocorrelagao da cadeia gerada pelo algoritmo para o pardmetro 7 do modelo
AR(2).

Cédigo R: AR(2) - Grafico da densidade de 0

> #Theta (Densidade):
> plot(density(thetanew))

Figura 6.14

density.default(x = thetanew)

Density
1.0 1.5
1

05

0.0

T T T T T T T
10 05 00 05 10 15 20

N =20000 Bandwidth=0.0823

Figura 6.14: Grafico da densidade da cadeia gerada pelo algoritmo para o pardmetro 7 do modelo
AR(2).

Cédigo R: AR(2) - Graficos de autocorrelagao de 6;

> #Theta 1:
> acf (thetanew[,1])

Figura 6.15
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Series thetanew[, 1]
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Figura 6.15: Grafico de autocorrelacdo da cadeia gerada pelo algoritmo para o pardmetro 6, do
modelo AR(2).

Cédigo R: AR(2) - Grafico de autocorrelagao para 6o

> #Theta 2:
> acf (thetanewl[,2])

Figura 6.16

Series thetanew[, 2]
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Figura 6.16: Grafico de autocorrelacdo da cadeia gerada pelo algoritmo para o pardmetro fo do
modelo AR(2).
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Cédigo R: AR(2) - Critério de convergéncia

HHHHHHHEE R R
######Verificando a Convergéncia######
g

parametros <- cbind(thetanew,taunew)

#

#

#Pacote para verificacao da convergencia da cadeia
library(boa)

#Entrando no menu do pacote

boa.menu ()

#Passos para inserir os dados

1 #- File

3 #- Import Data >>

5 #- Data Matrix Objects
parametros #Enter object name [none]
#Passos para a convergencia:

1 #back

1 #back

3 #- Analysis

4 #- Convergence Diagnostics >>
6 #Raftery & Lewis

Press <ENTER> to continue

Enter

1 #back

1 #back

#esc

Cédigo R: AR(2) - Critério Raftery & Lewis

RAFTERY AND LEWIS CONVERGENCE DIAGNOSTIC:

Quantile 0.025
Accuracy = +/- 0.005
Probability = 0.95

Chain: parametros

Thin Burn-in Total Lower Bound Dependence Factor

parl 1 2 3802 3746 1.014949
par2 1 2 3757 3746 1.002936
par3 6 24 25278 3746 6.747998

Cédigo R: AR(2) - Critério de convergéncia

> R R R R R

> # 0 maior burn-in=24 foi devido a anlise de convergencia
> #feita por Raftery & Lewis. Retirando os burn-in’s

> parburn <- parametros[25:M,]

7
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dados <-parburn

B s s

#Funcao para a nova cadeia

sample.thin <- function(dados,thin){

samplethin <-matrix(0,1,dim(dados) [2])

#amostra em intervalos thin

for(i in 1:dim(dados) [1]){

if (i*thin > dim(dados) [1]) stop

else samplethin <- rbind(samplethin,dados[(i*thin),])
b

return(samplethin)

b

B s s

# 0 thin=6 foi devido a anlise de convergencia feita
# por Raftery & Lewis.

cadeia <- sample.thin(dados,thin=6)

Cédigo R: AR(2) - Valor esperado e HPD

Dl T2 R e e S e e S e e e R R

> #Valor esperado e HPD:

> RS R R R R R

> #Tau (Média):

> mean(cadeial,3])

[1] 1.18546

> #Tau (IC):

> emp.hpd(cadeial,3],conf=0.95)

[1] 0.867649 1.518575

> #Theta (Média):

> apply(cadeial,1:2],2,mean)

[1] 0.8571488 -0.6230248

> #Theta (IC):

> apply(cadeial,1:2],2,emp.hpd, conf=0.95)
[theta-1] [theta-2]

[1,] 0.7046454 -0.7766698 #Limite Inferior

[2,] 1.0188207 -0.4558816 #LImite Superior

vV VVYV + 4+ + + + + + + V V VYV

6.6 Lista 6

Exercicio proposto 6.7: Exemplo 8.2: (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA,

2003, p. 334)

Seja (Y, X) um par aleatério em que Y condicional a X = z segue uma distribuigdo Poisson
com valor médio A(z) = nd® (n, § > 0) e X segue uma distribuigdo Normal com valor médio
e precisao 7 = 1/0? (representa-se neste caso No(u,7)).

Suponha-se ainda que se tém dados, do modelo considerando, da forma » =

78




® 0.6. Lista b

{(y1,21), .-, (Yn,xn)}. A verossimilhanca é

n i 1Yi 1/2
i [ r ] { r 2}
@) = T Lot emm™ | — L A
f(x,y10) l;[1 o C or | eP (@ n
onde 6 = (1,6, u,7) para n,o,7 >0e —00 < u < +00.
Se se considerar a priori nao informativa

h(na 67 22 T) & W

entdo a funcao densidade de probabilidade a posteriori para 0 é:

h(0|D) o f(x,y|@) x h(n,d,p,T)
n i 1Yi 1/2
o« [ [0 [2;] exp {—T(xi - M)Z} Sl

= 2 noT
" " n - n 1

o 7721:1 Ui §D iy iV expl —n Z 8% b 72 exp{ —= Z(mz —p)? s x —
i=1 4= not

n n n T n
o mim ML T exp {_77 Z 52,1} 7L exp "9 Z(% N Iu)2}

i=1 =1
n

o 7—”/2_1172?:1 yi*l&Z?:l @iy —1 exp {—
o 7—”/2_1772:;1 yi*l&Z?:l Ti¥i=l exp {—7725%}

n
o TVl v S Fi T exp {—77 > (5%} exp

i=1 i=1

o)

n n
o Tn/2711727;:1 yi_l(;Zi:l ziyi—1 exp

3

i=1

Considerando, n(pu — )% = n(u? — 2uZ + 72) = nu?® — 2npZ + nZ?, entdo —2nTp + nu? =

n(u —T)% — n@?. Assim,

hOD) o 721 Z:‘l:lyi_léz?:lzm_le — oY b e _T 22 +n
(0]D) T n Xp n; xp Q3 Z:Z1 2 4y

—nf2)} .

As distribuigoes condicionais completas s&o:

h(n|D,6,11,7) o nZ?ﬂy“exp{—nZ‘syi}”Ga (Z%,z&”’), n>0,
=1 =1 =1

h(d|D,n, u, 7)o 527=1”y“e><p{—nz5yi},
=1

3
(]
(=%}
&
——
@
»
T
|
N3
]
8
<o
|
[\
&
=
+
=
[\
~—
—

n
Zx? —QinpH—an)}

n
—7725?” exp —% Z:c?—anu+nu2>}.

_T)Q_
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h(p®,n,0,7) o exp —% Zx?—l—n(u—f)?_nfz
i=1
n(p—2)?
i 2
o exp{—2 (n(u—x))}
o exp{—n;(u—x)Q}NNo(x,nT), 00 < p < +o00,

n
_
h(r|®,m,6,m) o T expq—o | D af +n(u—7)? —na’
1=1

A
A n A
n/2—1 - £ ~ A
o T @m{ T<2>} Ga<2,2>, T>0.

Como as distribuigoes de 7, u e 7 sdo conhecidas, serd usado o algoritmo de GIBBS. No caso da
distribuicdo do pardmetro ¢ nao ser uma distribuicdo comum, serd usado o algoritmo Metropolis-
Hastings.

#### Exercicio 2.8 (Paulino et.al. 2009, pag. 316)#it#i####

v

#Parametros

etal=2

sigmal=3

mul=0

taul=2

n=50
HUHHHHHHHH R HHH R HH SR HH
#Variavel X ~ N(mu,1/tau)
set.seed(10)

X <- rnorm(n,mul,sqrt(1/taul))
#

#Variavel Y Y|X ~ Pois(eta . sigma™x)
Y <- rpois(n, (etal*sigmal~X))

#itH
#Rotina:
##tHH#H S

# namero de iteragdes da cadeia
M <- 50000

#Valores simulados:
etas=numeric (M)
sigmas=numeric (M)

V VVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVVVVYVYVYV
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+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + V VVVVVVVVVVVVVVVV VYV VYV VVYVYVYV

mus=numeric (M)
taus=numeric (M)

#calculos necessarios:

sumy <-sum(Y)

meanx <- mean(X)

funceta <- function(etas) sum(etas”X)

funcmu <- function(mu) (sum(X~2)-n*mean(X) 2+n*(mu-mean(X))~2)/2

#chute inicial para sigma:
sigmas[1] <- 5

#chute inicial para mu:
mus[1] <- 1

#chute inicial para tau:
taus[1] <- 1

#Algoritmo GIBBS e HASTINGS-METROPOLIS:

taxa=0
for (i in 2:M) {
# gerando os valores de eta:
etas[i] <- rgamma(l,sumy,sum(sigmas[i-1]7X))

# gerando os valores de mu:
mus[i] <- rnorm(1,mean(X),sqrt(1/(taus[i-1]*n)))

# gerando os valores de tau:
taus[i] <- rgamma(l,n/2, (sum(X~2)-n*mean(X) ~2+n* (mus[i]-mean(X))~2)/2)

# gerando os valores de sigma:
sigmac=rgamma(1,8,3) #candidato
u=runif (1)

PN=sigmac” (sum(X*Y)-1)*exp(-etas[i] *sum(sigmac~X))

gN=dgamma (sigmac,8,3)

PA=sigmas[i-1]~ (sum(X*Y)-1)*exp(-etas[i] *sum(sigmas[i-1]"X))
qA=dgamma (sigmas[i-1],8,3)

razao=(PNxqA) / (PAxgN)

a=min(1,razao)

if (u<=a)
{sigmas[i]<-sigmac
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+ taxa<-taxa + 1 } # conta quantas vezes a cadeia recebeu um novo valor
+

+  if(u>a)

+ {sigmas[i]l<-sigmas[i-11}

+ }

> #

> #Taxa de aceitagao:

> taxa

[1] 25426

> #

> #

> #Verificando a convergéncia:

> parametros <- cbind(taus,sigmas,mus,etas)
> #

> #

> #Pacote para verificacao da convergencia da cadeia
> library(boa)

> #Entrando no menu do pacote

> boa.menu()

BOA MAIN MENU

skeokokokok ok sk ok ok ok ok ok ok

1: File >>

2: Data Management >>

3: Analysis >>

4: Plot >>

5: Options >>

6: Window >>

Selection: #Passos para inserir os dados
Enter an item from the menu, or O to exit
Selection: 1 #- File

FILE MENU
1: Back
I B +

3: Import Data >> |
4: Save Session |
5: Load Session |
6: Exit BOA |

Selection: 3 #- Import Data >>

IMPORT DATA MENU
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3: CODA Output Files |
4: Flat ASCII Files [
5: Data Matrix Objects |
6: View Format Specifications |
7: Options... [
. +

Selection: 5 #- Data Matrix Objects

Enter object name [none]

1: parametros #Enter object name [none]
Read 1 item

+++ Object successfully imported +++

IMPORT DATA MENU

3: CODA Output Files |
4: Flat ASCII Files |
5: Data Matrix Objects |
6: View Format Specifications |
7: Optiomns... [
g oo +

Selection: 1 #back

FILE MENU
1: Back
R e S +

3: Import Data >>
4: Save Session

5: Load Session

6: Exit BOA

Selection: 1 #back

BOA MAIN MENU

skokok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
1: File >>
2: Data Management >>
3: Analysis >>
4: Plot >>
5: Options >>
6: Window >>
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Selection: 3 #- Analysis

ANALYSIS MENU

3: Descriptive Statistics >> |
4: Convergence Diagnostics >> |
5: - +

Selection: 4 #- Convergence Diagnostics >>

CONVERGENCE DIAGNOSTICS MENU

3: Brooks, Gelman, & Rubin |
4: Geweke |
5: Heidelberger & Welch |
6: Raftery & Lewis |
7: Options... |
8: ——mmm +

Selection: 6 #Raftery & Lewis

RAFTERY AND LEWIS CONVERGENCE DIAGNOSTIC:

Quantile 0.025
Accuracy = +/- 0.005
Probability = 0.95

Chain: parametros

Thin Burn-in Total Lower Bound Dependence Factor

etas 2 4 7960 3746 2.1249333
mus 1 2 3796 3746 1.0133476
sigmas 3 9 11646 3746 3.1089162
taus 1 2 3713 3746 0.9911906

Press <ENTER> to continue
Enter

CONVERGENCE DIAGNOSTICS MENU
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~N O O bW

: Brooks, Gelman, & Rubin |
: Geweke |
: Heidelberger & Welch |
: Raftery & Lewis I
: Optioms... |

________________________ <+

Selection: 1 #back

ANALYSIS MENU

3:
4.
5:

Back

___________________________ +
Descriptive Statistics >> |
Convergence Diagnostics >> |
___________________________ +

Selection: 1 #back

BOA MAIN MENU
stk ok ok ok ok ok ok k ok ok ok

D O W

: File >>
: Data Management >>
: Analysis >>

Plot >>
Options >>

: Window >>

Selection:

VVVYV + + 4+ + + + + 4+ V VV VYV VYV

#Retirando os burn-in’s

# 0 burn-in=9 foi devido a analise de convergencia feita por Raftery & Lewis.

parburn <- parametros[10:M,]

dados <- parburn
HEHHHHAFHAF R HBHHRFHAH R H RS HAFH A HAH
#Funcao para a nova cadeia

sample.thin <- function(dados,thin){
samplethin <- matrix(0,1,dim(dados) [2])
#amostra em intervalos thin

for(i in 1:dim(dados) [1]1){

if (i*thin > dim(dados) [1]) stop

else samplethin <- rbind(samplethin,dados[(i*thin),])
}

return(samplethin)

}

#0utra funcao para a nova cadeia

HEFHHBHHHHAFH R B HRR SRR H R R H RS

# 0 thin=3 foi devido a anlise de convergencia feita por Raftery & Lewis.
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> cadeia <- sample.thin(dados,thin=3)

> #

> HHHEEEHEH R R R R R R R
> #Passos para analises descritivas e HPD:
> HHHHEHEHE R R R R R R
> #Pacote para verificacao da convergencia da cadeia
> library(boa)

> #Entrando no menu do pacote

> boa.menu()

BOA MAIN MENU

Kok koK oK oK ok ok ok ok ok ok ok

1: File >>

2: Data Management >>

3: Analysis >>

4: Plot >>

5: Options >>

6: Window >>

Selection: 1 #- File

FILE MENU
1: Back
2 ——m +

3: Import Data >> |
4: Save Session |
5: Load Session |
6: Exit BOA |

Selection: 3 #- Import Data >>

IMPORT DATA MENU

3: CODA Output Files

4: Flat ASCII Files |
5: Data Matrix Objects |
6: View Format Specifications |
7: Optiomns...

Selection: 5 #- Data Matrix Objects
Enter object name [none]

1: cadeia #Enter object name [none]
Read 1 item
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+++ Object successfully imported +++

IMPORT DATA MENU

1: Back

2: —mmmmm e +
3: CODA Output Files I
4: Flat ASCII Files [
5: Data Matrix Objects |
6: View Format Specifications |
7: Optiomns... |
S e i +

Selection: 1 #back

FILE MENU
1: Back
27 —mmmmmm +

3: Import Data >> |
4: Save Session |
5: Load Session |
6: Exit BOA |

Selection: 1 #back

BOA MAIN MENU

skeokok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
1: File >>
2: Data Management >>
3: Analysis >>
4: Plot >>
5: Options >>
6: Window >>

Selection: 3 #- Anlysis

ANALYSIS MENU

3: Descriptive Statistics >> |
4: Convergence Diagnostics >> |
e +

Selection: 3 #- Descritive Statistics >>
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DESCRIPTIVE STATISTICS MENU

3: Autocorrelations |
4: Correlation Matrix |
5: Highest Probability Density Intervals |
6: Summary Statistics |
7: Options... |
8: —mmmmm e +

Selection: 6 #- Summary Statistics

SUMMARY STATISTICS:

Bin size for calculating Batch SE and (Lag 1) ACF = 50

Chain: cadeia

Mean SD Naive SE MC Error Batch SE Batch ACF
etas 1.6351512 0.19152416 0.0014836585 0.0016608097 0.0015879089 0.0258022770
mus -0.1199086 0.09141444 0.0007081498 0.0006313475 0.0006665936 0.0005568948

sigmas 2.9078874 0.54273469 0.0042043412 0.0047098527 0.0047871262 0.0263543192
taus 2.4913424 0.50348477 0.0039002883 0.0034665756 0.0038314291 0.0120354028

0.025 0.5 0.975 MinIter MaxIter Sample
etas 1.2837256 1.628412 2.02721301 1 16664 16664
mus -0.3001567 -0.119012 0.05975814 1 16664 16664
sigmas 1.9964926 2.857415 4.09950749 1 16664 16664
taus 1.6126061 2.454618 3.58376947 1 16664 16664

Press <ENTER> to continue
Enter

DESCRIPTIVE STATISTICS MENU

3: Autocorrelations |
4: Correlation Matrix |
5: Highest Probability Density Intervals |
6: Summary Statistics |
7: Options... |
8 - ——m——----—— +

Selection: 5 #- Highest Probability Density Intervals

HIGHEST PROBABILITY DENSITY INTERVALS:
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etas
mus
sigmas
taus

Lower Bound Upper Bound
1.277814 2.01589192
-0.297999 0.06049555
1.933374 4.01535721
1.571162 3.51358398

Alpha level = 0.05

Chain: parametros

6.7 Lista 7

Exercicio proposto 6.8: Paulino, Turkman e Murteira (2003, p. 216)

Aplicagao a analise de regressao linear simples

Medicao da radiagdo de fundo, através de contagens Y num detector de Geiger por minutos,
em 39 locais com altitudes x (em metros) diferenciadas.

Y 11.0 12.7 11.6 12.8 11.8 11.5 11.1 13.6
X 213.4 426.8 487.8 518.3 579.3 640.2 701.2 731.7
Y 12.5 13.9 15.7 17.8 17.2 14.4 15.0 13.8
X 884.1 884.1 1097.6 1097.6 1128.0 1158.5 1158.5 1219.5
Y 15.8 12.4 13.9 18.0 14.9 16.8 17.3 17.9
X 1250.0 1311.0 1463.4 1524.4 1554.9 1554.9 1554.9 1554.9
Y 18.4 19.6 20.1 16.6 19.3 22.0 19.8 27.8
X 1554.9 1554.9 1554.9 1646.3 1646.3 1890.2 1951.2 2103.7
Y 29.0 204 25.0 26.8 22.7 24.9 26.0

X 2103.7 2164.6 2256.1 2256.1 2530.5 3231.7 3231.7

a) Admitindo-se o modelo de regressao linear simples sumarie-se as inferéncias sobre os para-
metros do modelo relativas ao uso da distribuicao a priori nao informativa usual.

b) Compare-se sob o modelo anterior inferéncias sobre a radiagdo média num local a 200m
com as predic¢oes sobre a média das radiagGes a obter em m locais com a mesma altitude
nos casos m=1em =>5.%

OBS.: Use o WINBUGS para encontrar os mesmos resultados encontrados na lista
2.

No WINBUGS sera preciso simplesmente definir as prioris dos pardmetros em questao. Pau-
lino, Turkman e Murteira (2003, p. 216) usou uma priori nao informativa usual

h(B,0%) o (o*)7"

BERP, o2 >0.
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Sé que nesse caso, serd usado as seguintes priori’s:

Bo ~ N(0,7), 7=1/0%=0.000001
B ~ N(0,7), 7=1/0%=0.0001
T ~ Gamma(0.1,0.1)

No WINBUGS tem que ser observado que os pardmetros da normal sdo a média e a precisdao
(e ndo o desvio padrao, como de constume no R). Assim, as priori’s para os pardametros 3y e
(1, adotou-se uma varidncia muito alta para que a distribuicdo nio desse muitas informagoes
sobre o valor médio, ou seja, fosse nao informativa. Para o parametro 7, usou-se a gama.

Coédigo WINBUGS: Modelo

model
{
for(iin1 : N ) {
y[i]l ~ dnorm(muli],tau)
mul[i] <- beta0 + betal * (x[i])
+
betaO ~ dnorm(0,0.000001)
betal ~ dnorm(0,0.0001)

tau ~ dgamma(0.1,0.1)

sigma <- 1 / sqrt(tauw)

|

Cédigo WINBUGS: Entrando com os dados

list(x = c(213.4,426.8,487.8,518.3,579.3,640.2,701.2,731.7,
884.1,884.1,1097.6,1097.6,1128,1158.5,11568.5,1219.5,
1250,1311,1311,1463.4,1524.4,1554.9,1554.9,15564.9,
1554.9,1554.9,1554.9,1646.3,1646.3,1890.2,1951.2,2103.7,

2103.7,2164.6,2256.1,2256.1,2530.5,3231.7,3231.7), N = 39,

c(11.0,12.7,11.6,12.8,11.8,11.5,11.1,13.6,
12.5,13.9,15.7,17.8,17.2,14.4,15,13.8,
15.8,12.4,13.9,18,14.9,16.8,17.3,17.9,
18.4,19.6,20.1,16.6,19.3,22,19.8,27.8,
29,20.4,25,26.8,22.7,24.9,26))

<
]

Para a instalagdo do WIBUGS, sera preciso o arquivo WinBUGS14_immortality_key.txt. Apds
seguir os passos e registra-lo, o WINBUGS esta pronto para o uso.
Como ja foi mostrado o modelo e a entrada de dados, ja que é um padrido do programa, segue os

passos no WINBUGS:

1. Crie um arquivo em File > New e insira os c6digos WINBUGS: modelo e entrando com os
dados;

2. Salve o arquivo em File > Save. Nesse exemplo, o arquivo foi salvo com o nome Daniel.p.216.odc
no diretério: D:/DISCIPLINAS - 2013.2/BAYESIAN INFERENCE/WinBUGS;

3. Apés salvo o arquivo, segue (Figura 6.17):

4. Na rotina selecione o nome model e clique em check model (Figura 6.18):




10.

11.

® 0.7. Lista7

=1

@ File Tools Edit Attributes Info | Model Inference Options Doodle Map Text Window Help -2 =l

Spedfication. ..

Update...
Ifanmitor Met
Save State
Seed...

Script

Figura 6.17: Specification

o/
@ File Tools Edit Attributes Info Model Inference Options Doodle Map Text Window Help _Iﬂlﬂ
list(x = c(213.4,426.8,487.8,518.3,579.3,640.2,701.2,7317, ﬂ

884.1,884.1,1097.6,1097.6,1128,1158 51158 5,1219 5,
1250,1311,1311,1463.4,1524.4 1554 .9 15549 1554.9,
1554.9 1554.9,1554.9 1646.3,1646.3,1890.2,1951.2,2103 7,
2103.7,2164.6,2256.1,2256.1,2530.5,3231.7,3231.7), N = 39,

y=c(11.0127,116,128118115111,1386,

12513.9,15.7,17.8,17.2,14.41513 8,
15.8,12.4,13.9,18,149,16.8,17.3,17.9,
18.4,196,20.1,16.6,19.322,19.8 27 8,
29.20.4,2526.8,22.7,24.9,26))

x
_ Imad|data |
for(iin1:N){ ; :
y[il ~ dnorm(mufi].tau) Lﬁ"lel num of chainz |1

mu(i] <- beta0 + beta1 * (x[i])

} laad initz | far chain |1_E

beta0 ~ dnorm(0,0.000001)

beta1 ~ dnorm{0,0.0001) aenjitits |

tau ~ dgamma(0.1,0.1)
sigma <- 1/ sqrt(tau)

'I} | Llﬂl

Figura 6.18: Check model

Carregue os dados, selecionando 1ist na rotina e clicando em load data (Figura 6.19):
Apos isso, compila a rotina e os dados: botdo compile;

Gerando dados iniciais para dar inicio a cadeia: botdo gen ints;

Sem fechar a janela specification tool, clique em Inference > Samples... (Figura 6.20);
No espago node, acrescente os pardmetros que se deseja gerar a cadeia e ap0ds clique em set:

a) parametro 3y (beta0). Exemplo na Figura 6.21: Logo apds, clicar em set;

b) pardmetro 1 (betal), clica em set;

2

c) parametro o~ (sigma), clica em set;

Sem fechar a janela Sample Monitor Tool, no menu em Model, clique em Update (Figura 6.22);

Em updates escolhe-se como aquecimento, 1000, e ap6ds clique em update. Esse valor representa,
1000 elementos em cada cadeia dos trés parametros em estudo (Figura 6.23);
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Il x|
@ File Tools Edit Attributes Info Model Inference Options Doodle Map Text Window Help ===
M(x = c(213.4,426 8 487 .8 518 3 579.3 640270127317, ﬂ

884.1,884.1,1097.6,1097.6,1128 11585 1158 5 1219.5,
1250,1311,1311,1463.4,1524.4, 15549 1554.9,1554.9,
1554.9,1554.9,1554.9,1646.3,1646.3,1890.2,1951.2,2103.7,
2103.7,2164.6,2256.1,2256.1,2530.5,3231.7,3231.7), N = 39,

y=c(11.0127,116,12.8118,11511.1,136,

12513915717.8,17.214.41513 8,
15.8,12.4,13.9.18,14.9.16.8,17.3,17.9,
18.4.19.6,20.1,16.6,19.322,19.8.27 8,
20,20.4,25 26.8,22.7,24.9,26))

34 Specification x|
model check model | i
{
for(iin1:N){ : ;
‘f[l] - dnorm(mu[i],tau) compile | num of chains |1

mu[i] =- beta0 + beta1 * (x[i])

1 Izl ks | for chain I'I_E

beta0 ~ dnorm(0,0.000001)

beta1 ~ dnorm(0,0.0001) gen inits |

fau ~ dgamma(0.1,0.1)
sigma =- 1/ sgri{tau)

<I} | _'ILI|

model iz syntactically corect

Figura 6.19: Load data

B winBUGS14 - [Danielp.216] =10l =]
: File Tools Edit Attributes Info Model | Inference Options Doodle Map Text Window Help =0

Samples. ..
Compare. ..
Correlations

Summary...
Rank...

DIC...

Figura 6.20: Inference

x
node Ibetaﬂ ﬂ chains|1_ to |1_ percentiles
beg |1 end |1000000 i |1 150
25
clear | - lrace | bstom | densﬂ_l,ll "
90
stats | coda | quantilesl b, diagl auto c:u:url 95

Figura 6.21: Inserindo Sy

12. Posteriormente, acrescenta-se mais 10000 iteragoes (Figura 6.24):
13. Assim, foi gerado um total de 11000 iteragoes;

14. Apoés isso, retornando a janela Sample Monitor Tool, na opcgdo node, escolha o pardmetro
desejado para se obter as estatisticas desejadas (Figura 6.25):

15. Depois de selecionado, clique em stats, sera fornecido as estatisticas basicas de cada pardmetro
(Figura 6.27):
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24 WinBUGS14 - [Daniel.p.216] =]

File Tools Edit Attributes Info | Model Inference Options Doodle Map Text Window Help 18| x|

® 0.7

Specification. ..
Iamibar Met
Save State

Seed...

Seript

Figura 6.22: Update

x

updates |1DDD 1efrezh I'IDD

- thiir |1 iteration |D

[ over relax ™ adapting

Figura 6.23: Aquecimento da cadeia

x

updates ILU{:OO 1efrezh I'IDD

- thiir |1 iteration |D

[ over relax ™ adapting

Figura 6.24: Gerando 10000 iteracoes

x|
rode || chainz |1_ to |1_ percentiles

I" ’ 5
beg betal thin I'I 10

zigrma

25
clear | | lrace | bstom | dersity |
70
_ a0
stats | coda | quantllesl b, diagl auto c:u:url 95
Figura 6.25: Selecionando Sy
=T
node mean =d MC error 95.0% start sample ;I
betal 8.583 2.385 0.0311 10.08 1 11000 LI
RER
node mean =d MC error 95.0% start sample ;I
betal 0.006176 0.002247 2434E-5 0.00716 1 11000 LI
R
node mean =d MC error 95.0% start sample ;I
sigma 2.539 2m 0.03508 3.044 1 11000 LI

Figura 6.26: Estatisticas dos parametros

Lista 7

16. Esses resultados estdo baseados nas 11000 iteragoes, sendo que nao foi verificado a autocor-
relagdo dos elementos, nem a eliminagdo das iteracOes iniciais para o aquecimento da cadeia.
Assim, serd necessario realizar o critério de convergéncia Raftery e Lewis (1992). Para o seu
uso, serd utilizado o pacote boa do software R. Dessa forma, tem-se que exportar a cadeia do
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WINBUGS para o R.

17. Para obter a cadeia de cada pardmetro no WINBUGS, na janela Sample Monitor Tool, depois
de selecionado o pardmetro em node, clique em coda e serd mostrado toda a cadeia (Figura

6.28):
x
node [hetal *| chains [1  to 1 percentiiss
' s et e
beg |1 end |1000000 iy |1
clear | ioget | trace | histnl_l,ll densityl
stats |- quantilesl bgrdiagl autncorl
P8 copA for chain 1 10l =l
4 1702 i’
2 1725
3 23
4 100
5 8792
& 83893
T 734
& 2179
g 7452
10 28338
11 2585
12 8.85
13 7.8
14 25985
15 7.418
186 T.347
17 7.525
18 7.871
19 9.074
20 93
21 7.0
22 9787
23 5342
24 7758
25 59143
! -]

Figura 6.27: Cadeia para o exemplo do pardametro gy

18. Sera utilizado o Excel para armazenar as cadeias num arquivo com a extensdo “txt”, chamado
cadeias.txt. Nesse arquivo, serd armazenado as trés cadeias dos parametros o, 51 € o2, como
mostrado na Figura 6.28;

19. Usando o R...

####Usando R######

#Mudando o diretédrio:

setwd("D:/DISCIPLINAS - 2013.2/BAYESIAN INFERENCE/WinBUGS")
#Carregando os dados:

dados <- read.table("cadeias.txt",h=T)

#Carregando o pacote ’’boa’’:

library(boa)

#Entrando no menu:

boa.menu()

V V V V V V V V VvV

BOA MAIN MENU
sk sk ok ok ok ok ok ok ok




|B cadeias.txt - Bloco de notas

Arquive Editar Formatar Exibir  Ajuda
betal betal sigma
7.999 -0.001786 16.06
8.007 0.003982 53.313
8.002 0.006275 2.375
§.001 0.006439 2.482
8.001 0.006455 2.256
7.994 0.006332 3.692
7.994 0.006471 2.467
8.003 0.006703 2.634
7.997 0.006673 2.559
8.002 0. 006604 2.171
8.003 0.0064486 2.493
8.006 0. 006607 2.337
8.003 0.0068 2.337
7.996 0.006211 2.438
7.996 0.006673 2.337
8.002 0.006893 2.396
7.997 0. 006694 2.364
8.003 0.0067 86 2.492
8.003 0.006443 2.754
§.011 0.006726 2.506
7.999 0.006796 2.428
7.998 0.006018 2.791
7.996 0.006375 3.092
7.998 0.006591 2.33
8.006 0.006522 2.7
8.002 0.006265 2.087
8.004 0.006294 2.422
7.999 0.006691 2.457

Figura 6.28: Arquivo “cadeias.txt”

® 0.7. Lista7

1: File >>
2: Data Management >>
3: Analysis >>
4: Plot >>
5: Options >>
6: Window >>

Selection: 1

FILE MENU

1: Back

27 ——mmmm
3: Import Data >>
4: Save Session

5: Load Session

6: Exit BOA

Selection: 3

IMPORT DATA MENU
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3: CODA Output Files |
4: Flat ASCII Files

5: Data Matrix Objects |
6: View Format Specifications |
7: Optioms...

8: —mmmmm +

Selection: 5

Enter object name [none]

1: dados

Read 1 item

+++ Object successfully imported +++

IMPORT DATA MENU

3: CODA Output Files |
4: Flat ASCII Files

5: Data Matrix Objects |
6: View Format Specifications |
7: Optioms...

Selection: 1

FILE MENU
1: Back
2§ Sommooooooooooeooooooos +

3: Import Data >> |
4: Save Session |
5: Load Session |
6: Exit BOA |

Selection: 1

BOA MAIN MENU
ok kok ok ok ok ok ok ok ok ok

1: File >>
2: Data Management >>
3: Analysis >>
4: Plot >>
5: Options >>
6: Window >>
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Selection: 3

ANALYSIS MENU

3: Descriptive Statistics >> |
4: Convergence Diagnostics >> |
5: - +

Selection: 4

CONVERGENCE DIAGNOSTICS MENU

1: Back

2 ——mm +
3: Brooks, Gelman, & Rubin |
4: Geweke |
5: Heidelberger & Welch [
6: Raftery & Lewis |
7: Options... |
S et +

Selection: 6

RAFTERY AND LEWIS CONVERGENCE DIAGNOSTIC:

Quantile 0.025
Accuracy = +/- 0.005
Probability = 0.95

Chain: dados

Thin Burn-in Total Lower Bound Dependence Factor

betal 1 2 6133 3746 1.637213
betal 1 2 3824 3746 1.020822
sigma 1 2 3804 3746 1.015483

20. Observou-se que ndo houve autocorrelagdo Thin=1, e deve-se eliminar os 2 primeiros elementos
da cadeia Burn-in=2. Depois de verificado essas observagoes, e retornando ao WINBUGS
a janela Sample Monitor Tool, inserindo beg=3 (ji que se deve eliminar os dois primeiros
elementos da cadeia. beg é equivalente ao Burn-in) e thin=1 para cada um dos pardmetros em

21.

estudo (Figura 6.29), segue o préximo passo;

Clicando em stats, pode-se obter as novas estatisticas sem os dados de aquecimento da cadeia

e sem autocorrelacao (Figura 6.30):
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x|
nede [betan | Chains|1_ to |1_ percentiles

25
e oo ]

clear |

| trace | hisloryl densityl

- coda | quantilesl bgrdiagl autocnll

Figura 6.29: Exemplo com o pardmetro Sy

# Node statistics 101 =l
E node mean sd MC error 95.0% start sample d
betal B8.553 0.9385 0.0092587 10.07 3 10993 j

Modestatisics S B
: node mean sd MC error 95.0% start sample ;I
betal 0.0062 5.808E-4 5.836E5 0.00716 3 10858 LI
node mean sd MC error 95.0% start sample jA
sigma 2.505 0.3128 0.003318 3.043 3 10858 LI

Figura 6.30: Novas estatisticas
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