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✔ Fórmula de recorrência de três termos para polinômios

ortogonais:

√

ν̂i+1p
∗

i+1(x) =
(

x− β̂i

)

p∗i (x)−
√

ν̂ip
∗

i−1(x), i ≥ 0

p∗0(x) =
1

√
b∫

a

w(x)dx

,

em que p∗
−1(x) ≡ 0, β̂i e ν̂i são coeficientes observados na

Tabela 1, e que w(x) é a função peso do polinômio ortogonal.
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✔ Matriz de Jacobi:

J =
















β̂0
√
ν̂1 . . . 0 0 0

√
ν̂1 β̂1

√
ν̂2 . . .

...
...

...

0
√
ν̂2 β̂2

√
ν̂3 . . .

...
...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
...

...
. . .

. . .
. . .

...

0 0 · · · · · ·
√

ν̂i−2 β̂i−2

√

ν̂i−1

0 0 · · · · · · 0
√

ν̂i−1 β̂i−1
















,

sendo β̂k, k = 0,1, . . . ,i− 1 e ν̂k, k = 1, . . . ,i− 1 pelos termos
de recorrência dos polinômios ortonormais.



Polinômios ortogonais e quadratura

Aplicação da
quadratura
gaussiana

Polinômios
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✔ Autovalores (nós):

x
∗ =







x∗0
x∗1
. . .
x∗i−1







︸ ︷︷ ︸

ordem decrescente

−→ x =







x∗i−1

x∗i−2

. . .
x∗0






=







x1
x2
. . .
xi







︸ ︷︷ ︸

ordem crescente
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✔ Autovetores:

P ∗ =








p∗
0,0 p∗

0,1 . . . p∗
0,i−1

p∗
1,0 p∗

1,1 . . . p∗
1,i−1

...
...

...
...

p∗i−1,0 p∗i−1,1 . . . p∗i−1,i−1







⇒

P =








p∗
0,i−1

p∗
0,i−2

. . . p∗
0,0

p∗
1,i−1

p∗
1,i−2

. . . p∗
1,0

...
...

...
...

p∗i−1,i−1
p∗i−1,i−2

. . . p∗i−1,0







=








p1,1 p1,2 . . . p1,i
p2,1 p2,2 . . . p2,i
...

...
...

...
pi,1 pi,2 . . . pi,i
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A quadratura gaussiana resolve uma integral da seguinte forma,

b∫

a

f(x)dx ≈
i∑

k=1

wkg(xk),

sendo,

wk = Lk = µ0 × v
2

1,k,

com v1,k = (p1,1,p1,2, . . . , p1,i)
T e µ0 =

b∫

a

w(x)dx, e

g(xk) =
1

w(x)
f(xk).
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QUAD. Int. µ0 β̂
√

ν̂ w(x)

Leg. [−1,1] 2 0
√

ν̂j = j/
√

4j2 − 1, j = 1,2, . . . , i − 1 1

Cheb. 1 [−1,1] π 0
√

ν̂j =

{

1
√

2
, j = 1

1
2
, j = 2, . . . ,i − 1

1√
(1−x)

Cheb. 2 [−1,1] π/2 0
√

ν̂j = 0,5, j = 1,2, . . . ,i − 1
√

1 − x2

Lag. gen. [0,∞] Γ(α + 1) (*)
√

ν̂j =
√

j(α + j), j = 1,2, . . . ,i − 1 xα

ex

Herm. [−∞,∞]
√
π 0

√

ν̂j =
√

j/2, j = 1,2, . . . ,i − 1 e−x2

Tabela 1: Quadro resumo para resolução de uma integral por meio
da quadratura gaussiana.

(∗)β̂j−1 = 2j − 1 + α,
α > −1,
j = 1,2, . . . ,i− 1.
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Exemplo.1: Calcular
2∫

1

1
x
dx.

1. i = 3 pontos;
2. polinômio ortogonal utilizado será o de “Legendre”, com w(x) = 1,

no intervalo [−1,1], e coeficientes

β̂ = 0 e
√
ν̂j = j/

√

4j2 − 1, j = 1,2, . . . , i− 1;

3. Construir a matriz de jacobi com β̂ e
√
ν̂j ;



Exemplo de aplicação

Aplicação da
quadratura
gaussiana

Polinômios
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Exemplo.1: Calcular
2∫

1

1
x
dx.

De forma usual,

2∫

1

1

x
dx = [ln(x)]21 = ln(2)− ln(1) = 0,6931472.

1. i = 3 pontos;
2. polinômio ortogonal utilizado será o de “Legendre”, com w(x) = 1,

no intervalo [−1,1], e coeficientes

β̂ = 0 e
√
ν̂j = j/

√

4j2 − 1, j = 1,2, . . . , i− 1;

3. Construir a matriz de jacobi com β̂ e
√
ν̂j ;
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4. A partir da matriz de jacobi J , extrai-se os seus autovalores
(λ∗) e os seus autovetores (vk);

5. Ordenar os autovalores em ordem crescente xk = λk, bem
como seus autovetores correspondentes;

6. Determinar wk = Lk = 2v2
1,k, sendo observado µ0 na Tabela

1;
7. transformando os valores de xk;
8. Determinar g(xk) =

1
w(x)f(xk) = f(xk);

9. Calcular, finalmente,

b∫

a

f(x)dx ≈
i∑

k=1

wkg(xk).

No R...



Exemplo de aplicação

Aplicação da
quadratura
gaussiana

Polinômios
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Transformação:

b∫

a

f(x)dx =
b− a

2

1∫

−1

f

(
(b− a)

2
t+

(b+ a)

2

)

dt.
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Transformação:

b∫

a

f(x)dx =
b− a

2

1∫

−1

f

(
(b− a)

2
t+

(b+ a)

2

)

dt.

2∫

1

f(x)dx =
2− 1

2

1∫

−1

f

(
(2− 1)

2
t+

(1 + 2)

2

)

dt.
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Polinômios
ortogonais e
quadratura

Tabela resumo das
quadraturas
gaussianas

Exemplo de
aplicação

Transformação na
aplicação
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Transformação:

b∫

a

f(x)dx =
b− a

2

1∫

−1

f

(
(b− a)

2
t+

(b+ a)

2

)

dt.

2∫

1

f(x)dx =
2− 1

2

1∫

−1

f

(
(2− 1)

2
t+

(1 + 2)

2

)

dt.

∫ 2

1
f(x) dx ≈ 0.5

n∑

i=1

w∗

kf (0.5t∗k + 1.5) .
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